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Introducéo

Apesar do assunto Linhas de Transmissao ser muito apresentado na literatura, muitos tépicos sobre elas
parecem ndo serem abordados. Aqui tentamos mostrar certas caracteristicas delas que, além de pouco
conhecidas de um modo geral, podem ajudar bastante na compreensao das mesmas.

N&o trataremos de assuntos relativos as Linhas em Paralelo ou Stubs Reais que estdo apresentados em
outros trabalhos de nossa autoria (vide Referéncias ) e alguns exemplos aqui sdo apenas académicos
sem nenhuma aplicacgado direta, mas que ajudam a compreensao.

Alguns conceitos importantes

A impedancia de um dispositivo ou sistema (ndo necessariamente elétrico) no caso geral apresenta duas
componentes, a reativa (componente imagindria) e a dissipativa (componente real). De um modo amplo,
reatancia é a propriedade que um sistema tem de devolver toda a energia que lhe é entregue.
Dissipacdo é a propriedade que um sistema apresenta de ndo devolver a energia que Ihe é entregue.
Como a reaténcia € definida para certa frequéncia, esta e consequentemente a impedéancia séo
conceitos vdlidos para sistemas bem comportados (lineares e independentes do tempo) em regime
senoidal. Costuma-se, por extensédo, usa-los também em outros regimes e sistemas, mas seus conceitos
sdo, rigorosamente, para os regimes senoidais de sistemas simples e, portanto, repetitivos de periodo
em periodo. No caso elétrico, a componente dissipativa € também chamada de resistiva.

Assim, se um sistema € puro dissipativo, sua impedancia € real e, se puro reativo, sua impedancia é
imaginaria. Um sistema geral tem as duas componentes e, portanto, sua impedancia é complexa.

O espaco livre, por exemplo, ndo devolve a energia de uma onda eletromagnética por esta ndo retornar
(ndo ha reflexdes para gerar o retorno) e, portanto, € dissipativo.

Mas surge uma questdo curiosa: a impedancia caracteristica Zo de uma linha é real justamente quando a
linha é ideal, ou seja, ndo dissipativa. Nao seria uma inconsisténcia? A resposta é nao.

Se a impedancia na entrada da linha é medida e é encontrado o valor Zo, dois casos sédo possiveis: ou a
impedancia esta casada com uma carga resistiva igual a Zo (o gerador ‘vé’ a carga que é real), ou a linha
tem comprimento infinito, quando ndo ha onda refletida; em ambos os casos a energia nao retorna e a
impedancia tem de ser real (no caso Zo).

Num sistema senoidal de frequéncia f, escolhe-se duas variaveis dinamicas (senoidais de mesma
frequéncia f) X e Y cujo produto seja a poténcia (ou densidade de poténcia no caso das ondas)
instantanea P. Assim:

P=XY
Mas a poténcia é a rapidez de transferéncia da energia no sistema e entéo:
P = dE/dt

Dai escreve-se:

E= ,[P.dt = _[X.Y.dt
Como X e Y sédo senoidais de frequéncia f, podem ser escritos como:

X = Xo.sen(2. 1.f)
Y = Yo.sen(2. w.f + @)



onde @ é a defasagem entre as duas variaveis e Xo e Yo sdo suas respectivas amplitudes constantes.
Pondo essas definigBes na integral da energia, com o tempo de integracao igual ao periodo T, temos:

T
E-= Xo.Yo.J'sen(Z.n.f).sen(Z. m.f + ¢).dt = Xo.Yo.T.cos( ¢)/2

0
A energia entregue é, assim, proporcional ao cosseno do angulo de defasagem. Mas quando ¢ = 0,
cos(¢@) = 1 e, portanto, a energia transferida € maxima, ou seja, nada € devolvido. Se @ = £ /2, cos(¢)
= 0 e a energia transferida é nula, ou seja, tudo é devolvido. Concluimos, portanto, que, no 1° caso, 0
sistema é dissipativo e, no 2°, reativo.
Assim, se um elemento de circuito é reativo puro (indutor ou capacitor ideais), a tensdo e a corrente (as
duas variaveis de frequéncia f do sistema cujo produto é a poténcia instantanea) estdo defasadas entre
side + /2 e, se o0 elemento for um resistor puro, a tal defasagem € nula.
Também numa linha ideal infinita, como ndo ha devolucdo da energia entregue, a impedancia é real e a
linha é vista como dissipativa (uma afirmacdo também discutivel por estar o sistema em regime
estacionario envolvendo tempos infinitos).
No caso de uma onda no espaco livre, acontece a mesma coisa com o campo elétrico e 0o campo
magnético em cada ponto do espaco (a defasagem entre ambos é nula), onde aqui apenas a poténcia é
substituida pela densidade (superficial) de poténcia, mas o conceito € o mesmo.
Numa cavidade ressonante ideal, toda a energia entregue é devolvida e, assim, os dois campos estdo
defasados de * /2 (ou 90°).
Estes resultados sao conhecidos pelos usuarios, mas sem uma analise fisica do porque deles, como a
aqui apresentada.

Algumas relagdes nas linhas de transmissao

A expresséo da impedancia Z; refletida num extremo de uma linha de transmissao ideal (sem perdas)
qguando carregada no outro extremo com uma carga Z; €:

Z,=20.(Z; +j.t.Zo)/(Zo +j.t.Z1) [I]

onde j = V-1 é a unidade imaginaria, Zo é a impedancia caracteristica da linhal¥ e t = tg(2. mr.l/A), com tg
a funcéo trigonométrica tangente , | o comprimento fisico da linha e A 0 comprimento de onda no cabol?.

Primeira propriedade (ndo comumente apresentada)

Se | é igual a um nimero impar de A/8, t = tg[2. .(2.n — 1)/8] = +1 e Z, pode-se escrever:

Z,=20.(Z, +j.Zo)/(Zo £j.Z,) [N]

Nota-se que, para Z; real e igual a R1, 0 médulo de Z,, |Z,|, € igual a Zo, independentemente do valor de
Rli
1Z5| = Zo.N(R:2 + Z0?)N(Z0? + R1?)

|Z2] =20 [IN]

e sua fase, dada por @ = atan[Im(Z 2)/Re(Z>)], é:

@ =+ atan[(Zo 2 - R:?)/(2.Zo.R1)] [IV]

Assim,se R1 =0, @ =m/2 paran=impare @ =-m/2 paran = par; se Ry — «, @ =- /2 para n = impar
e @ =T1/2 paran =par e se R; = Zo, ¢ = 0B,

170 é uma quantidade real para linhas sem perda e co  nsiderada real para perdas pequenas.
2 Isto &, levando-se em conta o fator de velocidade do cabo .
8 Z, pode ser escrito como Z , = Zo. e,



Isso mostra que, variando-se a carga Ri no extremo de tal linha ligada a uma tenséo senoidal, a corrente
resultante tera médulo constante e fase variavel com R: desde - /2 até + /2.
Esta propriedade pode ser utilizada em defasadores.

Segunda propriedade (bem conhecida)

Sel=(2.n-1).N4, entdo t — =, 0 que resulta em Z, = Z0?%/Z;, ou seja, para uma linha de comprimento
igual a um namero impar de quartos de onda, a impedancia caracteristica é a média geométrica das
impedancias de carga e refletida ou Zo = \(Z1.Z2). Note-se que esta express&o é simétrica em relagéo a
Z1 e Z, de modo que a impedancia de carga pode ser trocada pela refletida. Isto significa que se
colocarmos Z, como carga, a impedancia refletida sera Z;.

Terceira propriedade (bem conhecida)

Sel=n.N2, entdo t = 0, 0 que resulta em Z; = Z;, ou seja, para uma linha com comprimento igual a um
namero inteiro de semi-comprimentos de onda, a impedancia refletida é igual a da carga, independente
de Zo.

Isto pode ser visto na propriedade anterior, associando-se em série dois pedacos de linha mdaltiplos
impares de N4: Z; se transforma em Z, pelo primeiro pedago que se transforma novamente em Z; pelo
segundo.

Quarta propriedade (ndo comumente apresentada)

Se uma linha ideal de comprimento | e impedancia caracteristica Zo é carregada com uma carga Zi, ela
refletira uma impedéncia Z, de acordo com [I]. Pergunta-se: se a mesma linha for carregada com Z,, qual
a impedancia Z3 que ela refletira, ou seja, qual a relagéo entre Z; e Z3?

Carregando-se a linha com Z:

Z3=20.(Z; +j.t.20)/(Zo +j.t.Z;) [V]

Tirando-se Z; de [I], temos:

Z,=20.(Z - j.t.Z0)/(Zo - j.t.Z5) [VI]

Aplicando-se [VI] em [V], tem-se:

Z5=Z0.[Z1.(1 - t?) + 2,j.t.Z0)/[Z0.(1 — t 2) + 2.j.t.Z4]
Dividindo-se o denominador e o numerador por (1 —t?), temos:
Z3=70.[Z1 + 2.j.t.Zol(1 -t 3)]/[Z0 + 2.j.t.Z /(1 — t2))]

Observando-se que, se t = tg(2. m.I/A), entdo t' = 2.t/(1 — t ?) = tg[(2. Tr.(2.1)/A]“, podemos escrever:

Z3=20.(Z, +j.t'’.20)/(Zo +j.t’.Z,) [VI]

Dessa forma, Zsz é relacionado a Z; através da relacao [VII], ou seja, Zz é a impedancia refletida numa
linha de comprimento 2.1 e carregada com a impedancia Z;.

Isto pode ser verificado sem nenhum célculo como o efetuado, simplesmente lembrando que Z; como
carga de uma linha de comprimento | reflete Z, e esta, como carga de mais um pedacgo de linha de
comprimento |, reflete Zs. Dessa forma, Z; é a impedéncia refletida num pedaco de linha de comprimento
2.1 quando carregada por uma impedancia Z;.

4 Pelas propriedades da fungéo tangente.



Vejamos a coisa graficamente: como na Figura 1, a carga Z; refletiu a impedancia Z numa linha de
comprimento |; na Figura 2 a carga Z; reflete Z; na mesma linha. Usando-se a impedancia Z, da Figura 1
como carga da Figura 2, obtém-se a Figura 3 e, assim, vale a relacéo [VII].
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E interessante verificar o caso de Zs = Z;, isto €, quando Z; reflete Z, e Z, também reflete Z;.
Fazendo Z; = Z; em [VII], tem-se a igualdade:

Z1.Z0 +jt.Z1?>=70.Z, +j.t'.Zo% ou
t'.(Zo? - Z;?) = 0 que resulta em:

ou Z; = Zo, quando a linha estaria casada com Z; e Z; = Z, = Zz = Zo, ou t' = 4. mw.l/A = 0, quando entéo
temos | = n. M4 (n = inteiro ), ou seja, o comprimento total 2.1 é igual a um nlmero inteiro de A/2, 0 que ja
era de se esperar para a impedancia refletida ser igual a da carga.

Uma propriedade similar

Suponhamos que temos uma linha de comprimento |1 e carga Zi; refletindo uma impedéancia Z,.
Procuramos pelo comprimento minimo |, que carregado com Z; reflete Z;.

Ao invés de procurarmos diretamente por |, procuramos pelo comprimento |1 + I que transforma Z; nele
préprio, isto €, o primeiro comprimento |1 transforma Z; em Z, que € a carga para o comprimento I, que
transforma Z, de volta em Z;, como nas Figuras 1', 2’ e 3’ abaixo.
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Figura 1’ Figura 2’ Figura 3’

Lembrando que o minimo comprimento de cabo que transforma Z; nele préprio (com qualquer
impedéancia caracteristica) é A2, entdo |, + |, = AM/2. Assim, o comprimento de cabo que transforma Z, de
volta em Z; é justamente |, = N2 —|.

Quinta propriedade

Uma linha de transmissao ideal, quando carregada com uma carga puramente reativa, reflete no outro
extremo uma carga também reativa. O sinal desta reatancia refletida depende de Zo e também do
comprimento da linha. De fato, usando-se a relagéo [I] e pondo-se a carga Z; como sendo uma reatancia
j-X (X > 0 para o caso indutivo e X < 0 para o caso capacitivo), tem-se:

Z> = Zo.(j.X +j.t.Zo)/(Zo + ].j.t.X)

ou

Z> =j.Zo.(X + t.Zo)/(Zo — t.X) [VII]

Como todos os parametros na relagéo acima sdo reais, Z; € uma reatancia pura.

Mas qual a condigdo para que Z, seja indutiva ou positiva? E necessario que (X + t.Zo)/(Zo — t.X) seja
positiva, ou seja, (X + t.Zo) e (Zo — t.X) tém de ter o mesmo sinal, ou ambos positivos, ou ambos

negativos.
No caso de ambos positivos:



X+tZo)>0
(Zo-t.X)>0

O que resulta em —X/Zo <t < Zo/X, que vale para qualquer valor de X > 0, mas nao vale para X < 0.
Como t = tg(2. w.l/N), tem-se:

[N (2.11)].atan(-X/Zo) < | < [ N/(2.1r)].atan(Zo/X) [IX]
Para ambos negativos:

(X+t.Zo)<0
(Zo-t.X) <0

O que resulta em Zo/X <t < —X/Zo, que vale para qualquer valor de X < 0, mas néo vale para X > 0.
[M(2.1m)].atan(Zo/X) < | <[ AM/(2.1T)].atan(-=X/Zo) [X]

Assim, para que a impedancia refletida Z, seja indutiva (> 0), para cargas Z; indutivas (> 0), o
comprimento | da linha tem de satisfazer a relagéo [IX] e, para cargas Z; capacitivas (< 0), a relagdo [X].

Para que Z; seja capacitiva (< 0), (X + t.Zo) e (Zo — t.X) tém de ter sinal oposto. O primeiro caso é:

(X+tZo)>0
(Zo-tX) <0

O que resulta em —X/Zo <t e t > Zo/X, que, para qualquer valor de X > 0, vale t > Zo/X. Para qualquer
valor de X <0, vale t > —X/Zo.

| > [M(2.1r)].atan(Zo/X) [XI], para X indutivo (> 0) e
| > [N/(2.mm)].atan(—X/Zo) [XII], para X capacitivo (< 0)
No segundo caso:

(X+tZo) <0
(Zo-t.X)>0

O que resulta em —X/Zo >t e t < Zo/X, que, para qualquer valor de X > 0, vale t < —X/Zo Para qualquer
valor de X <0, vale t < Zo/X.

| > [N/(2.1r)].atan(—X/Zo) [XIII], para X indutivo (> 0) e
| > [M(2.1r)].atan(Zo/X) [XIV], para X capacitivo (< 0)

Assim, para que a impedancia refletida Z, seja capacitiva (< 0), para cargas Zi indutivas (> 0), o
comprimento | da linha tem de satisfazer a relacé@o [XIll] e, para cargas Z: capacitivas (< 0), a relagao
[XIV].

Um caso curioso

Seja um ‘loop’ de comprimento | feito com uma linha de transmisséo ideal de impedancia caracteristica
Zo, como na Figura 4. Pergunta-se pela impedancia Z vista no ponto A da linhal®.

Pode-se redesenhar o ‘loop’ como na Figura 5, onde as duas metades® do mesmo aparecem conectadas
em paralelo e carregadas com uma impedancia R infinita. Assim, na Figura 5 a direita os dois condutores
da linha estédo isolados sem nenhuma conexao entre si. A Figura 6 mostra os detalhes.

50 ponto A pode ser qualquer pela simetria da linha



Como as duas metades da linha estdo em paralelo, sdo equivalentes a uma linha de mesmo
comprimento elétrico e de impedancia Zo/2!"). Portanto, a impedancia Za refletida em A pode ser escrita
usando-se a expressao [I] com a substituicdo de Zo por Zo/2, Z; por R (que tendera ao ~) e t serd igual
a tg(m.l/N), j& que | agora € substituido por I/2. Assim, para um valor qualquer de R:

Zrn=(Zo/2).(R +j.t.Zo/2)/(Zo/2 +j.t.R) [XV]

Figura 4

«— /2,20 ——— »

Zn >

R oo

Figura 5

Figura 6

5Escolhe-se o ponto metade porque nele as duas parte s tém os sinais com a mesma amplitude e fase e, ass  im, podem ser
conectadas e desconectadas sem afetar nada no circu ito.

"Vide referéncia 1.



Fazendo-se o limite quando R — «, tem-se:

Zn = -j.Zo/[2.tg(T.l/N)] [XVI]

Vejamos alguns casos especiais.

Se o comprimento total do ‘loop’ | = n.A (com n = inteiro ), Za» — * como se deveria esperar, pois 0
comprimento que vai de A até a carga em aberto € n.N/2 (vide 32 propriedade).

Se | = (2.n - 1).N2, Zn = 0, pois A vé uma linha de (2.n — 1).A4 carregada em aberto (vide 22
propriedade).

Sel =(@2.n—1).N4, Zp = £ |.Z0/2 e |Za| = Zo/2, pois A v& uma linha de comprimento (2.n — 1).N/8
carregada em aberto (vide 12 propriedade).

Podemos verificar ainda que, para | pequeno em relagdo a A, a impedancia é capacitiva. Poder-se-ia
pensar que o ‘loop’ resultaria numa impedancia indutival®,

Outro caso semelhante

Constréi-se um ‘loop’ semelhante ao anterior porém com uma ‘troca dos fios’ num ponto qualquer do
mesmo, como na Figura 7. Pergunta-se pela impedancia Za.

A troca dos fios no extremo de um pedaco de linha, corresponde a colocagdo de um comprimento extra
de N2, ja que este proporciona uma inversdo de fase como a obtida com a troca dos fios. A nova linha
terd comprimento | + A/2 e nenhuma troca de fios, recaindo no caso anterior.

Dessa maneira construiu-se uma linha como a da Figura 4, substituindo-se o seu comprimento total | por
| + M2. Na expressao [XVI], fazendo-se esta substituicdo, obtém-se:

Za = -j.Zof[2.tg(Tr.l/N + 1/2)] [XVII]

Figura 7

Como somar-se /2 ao argumento de uma fungéo tangente corresponde a transforméa-la em cotangente
ou inverso da tangente original, tem-se:

Za = -j.Zo.tg(. /A2 [XVINI]

8 Isto seria verdade no caso de um ‘loop’ com um sé fio aberto no ponto A, mas ndo com uma linhade tra  nsmisséo.



E interessante notar que apos se inserir o pedaco de A/2, a linha fica sem cruzamento, isto &, perde-se a
referéncia de onde ele estava inicialmente. Isto mostra que esta posi¢do inicial pode ser qualquer,
levando sempre ao mesmo resultado [XVIII].

Vejamos alguns casos especiais.

Sel=n.A(comn =inteiro ), Za=0
Sel=(2.n-1).N2,Zpn — =
Sel=(2.n-1).N4, Zp = +].Z0/2 e |Za| = Z0/2
Uma informag&o a mais

O mddulo do coeficiente de reflexdo no extremo da carga Z de uma linha de transmisséo ideal Zo é dado
por:

lpl = |20 - ZJ/|Zo + Z] [XIX]

Com Z =R +.X e Zo uma quantidade real.
Pela definicdo da Relag¢édo de Ondas Estacionarias (ROE) r:

r=@Q+pD/-lpl) [XX]

Substituindo-se [XX] em [XIX], tem-se:

r=(Zo+Z| +|Zo - Z|)/(|Zo + Z| - |Zo - Z|) ou

r={V[(Zo + R)? + X7 + (V[(Zo - R)? + X’[Y{N[(Zo + R) + X*] - (V[(Zo - R)* + X°]}

Desejamos saber qual o menor valor de r ao variarmos X. Isto é importante quando estamos préximos
da ressonancia de uma antena com dada ROE e variamos a frequéncia ou o comprimento da antena.
Assim, a menor ROE sera obtida pela anulagdo da derivada desta em relagdo a X quando R se mantém
constante:

dr/dX = 0, o que resulta em X = 0, ou seja, na ressonancia, a ROE é minima para quaisquer valores fixos
de Zo e de R. Para X =0, os valores possiveis da ROE sao r = Zo/R ou r = R/Zo, algo ja bem conhecido.
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