Die Substitutionsmethode

Um die Substitutionsmethode (Ersetzungsmethode) verstehen zu kénnen, ist es nétig, sich mit der Bedeu-
tung des Differentials vertraut zu machen, das man hinter die Integrandenfunktion schreibt, z.B.: dx. Man lei-
tet den Integralbegriff in der Schule gewohnlich tber die Annaherung des Flicheninhalts zwischen einer Kur-
ve (als dem Graph einer Funktion) und der x-Achse her. Hierzu nimmt man gleichbreite Rechtecke, deren
linke [oder rechte] obere Ecken auf dem Graph liegen und deren Bases auf der x-Achse liegen. Die Breite je-
des dieser n Rechtecks ist dann der n-te Teil der Breite des gefragten Bereichs [x¢; xi], den man allgemein Ax
nennen kann, denn er ist ja konstant (x;—xo)/n. Die Héhe wird jeweils bestimmt vom Funktionswert an der
jeweiligen Stelle. Man hat also eine Summe

z f(x) LAx
Nun li3t man n gegen unendlich laufen bzw. die Breite der Rechtecke (Ax) gegen Null. Man hat dadurch qua-
si unendlich viele Rechtecke, unendlich viele Summanden in der Summe. Prinzipiell dndern sich nur die Sym-
bole:

}f(x) dx

Aus dem Summen- wird das Integralzeichen, aus dem Ax durch den Grenziibergang das dx. Man hat sich das
Differential dx als unendlich kleinen Abschnitt auf der x-Achse vorzustellen, der keine Gro3e mehr hat, aber
die ,,Information®, die ,,Seele” der x-Werte noch in sich trigt. Ubrigens handelt es sich bei dx wirklich noch
um einen Faktor; es ist also notig, die Integrandenfunktion einzuklammern, wenn sie eine Summe oder Diffe-
renz ist.
Genauso verhilt es sich mit dem Differential der y-Werte, dy. Nur dall y meist als Funktionswert von x auf-
tritt. Es sind also unendlich kleine Hohenverinderungen der Funktion, die keine wirkliche Gréfle mehr
haben, aber noch das geistige Wesen der Funktion in sich tragen.
Dies sorgt daftr, dafl der Ausdruck

dy

dx
tatsichlich, anstelle des Differenzenquotienten Ay/Ax, der nur bei Geraden genau funktioniert, die Steigung
einer Kurve in jedem Punkt angibt, an der die Grenzwerte der x- und Funktionswerte existieren.
Die Steigungsfunktion £(x), die fiir jede Stelle x die Steigung der Funktion f(x) angibt, kann daher auch so ge-
schrieben werden:

d f(x)

X

f'(x) =

d
oder kurz f'(x) = d—y , wenn klar ist, daf3 y=£(x) ist.
X

Uberlegen wir nun, was passiert, wenn wir in der Funktion y=f(x)= In(x) das x durch z2+3 ersetzen. Wit
erhalten rechts In(z>+3). Links erhalten wir f(z*+3), was unpraktisch ist, denn schlieflich brauchen wir meist
Funktionswerte an bestimmten festen Stellen. Lassen wir das f(...) einmal beiseite und befassen uns nur mit
dem y, das sich jetzt als (neudefinierte) Funktion von z darstellt: y = In(z*+3). Man kann das mit der Ketten-
regel locker nach z ableiten, wie man auch die urspriingliche Funktion (also das urspringlich als Funktion
von x definierte y) nach x ableiten konnte. Mit der Schreibweise der Differentialquotienten erhilt man

dy o1 und d—YZZZ L - =

dx  x dz z2+3 z22+3

Wir wissen, dall x=22+3 ist, konnen also auch diesen Ausdruck nach z ableiten (,,differenzieren®):
d d(z2 + 3
7X = (Z ) = ZZ
dz dz



Lost man x=z2+3 nach z auf, bekommt man z= \/x — 3 und kann das nach x ableiten:
dz 1

dx B 2-/x+3

Den Spielereien sind (fast) keine Grenzen gesetzt. Wozu das alles? Nun, man erhilt offensichtlich jeweils eine
Gleichung, die Zusammenhinge zwischen zwei Differentialen und einer Variablen herstellt. Im letzten Bei-
spiel sind das die Differentiale dz und dx sowie die Variable x. Im vorletzten Beispiel sind es (wohlgemerkt)
die selben Differentiale, aber die Variable z.

Diese Zusammenhinge werden wir gleich dringend bendtigen.

. . . 2 x2+3
Gesucht sei nun die Stammfunktion von f(x) = 2x e**, also IZX e" dx.

Mit der Methode der partiellen Integration kommt man hier nicht weit, weil man fiir den Faktor ¢ keine
Stammfunktion angeben kann. (Es gibt sie tibrigens gar nicht!)

Es wire alles einfacher, wenn wir statt dem Exponenten x*>+3 einen einfacheren Exponenten hitten, am be-
sten nur x.

Hier probieren wir es jetzt eben mit der Substitution. Wir ersetzen das unangenechme x*+3 durch z:

IX e dx = IX e dx

Vorsicht: z ist keine Konstante, sondern ja von x abhingig. Wir haben zwei variable Buchstaben im Salat, und
das geht nicht. Alle x miissen weg. Nun koénnen wir auch das x ersetzen, indem wir z=x*>+3 nach x auflésen
und den so gewonnenen Ausdruck einsetzen:

X =+z=3

Ixezdx = J-w/z -3e” dx

Schon. Schon? Eigentlich nicht, denn die Wurzel konnte noch Kopfzerbrechen bereiten, aber man wird se-
hen. Noch haben wir nimlich nicht alle x ersetzt. Das dx nimlich bedeutete, dal3 x die Integrationsvariable
ist, und das ist hier nattrlich unsinnig, weil unsere Variable inzwischen z heif3t. Wir benétigen anstelle von dx
ein dz.

Hier hilft das oben erwihnte Spiel mit den Differentialquotienten. Wir schaffen uns einen Zusammenhang
zwischen dx und dz, und zwar so, daf} in dieser Gleichung sonst nur z auftritt, denn das x wollen wir ja los-
werden. Wir mussen also entweder z = x2+3 nach x ableiten oder x = +/, —3 nach z. Im ersten Falle hitten

wir wieder x dabei; wir mussen also den zweiten Fall wihlen:
dx 1

dz 24z =3
Damit erhalten wir (nach Multiplikation mit dz)

2-lz =3
und kénnen unser dx im Integralausdruck ersetzen.

I\me’ dx :Iﬁ rY Dﬁdz :J';e’ dz

dx

Das sieht schon besser aus, wir integrieren locker:

1 1 1
—e’dz = —J’ezdz = —¢’
2 2 2

Nun miussen wir riicksubstituieren, d.h. am Schlul3 wieder aus dem z ein x machen. Dazu ersetzen wir ,,alle” z

durch x*>+3, denn das war unsere Substitution. Insgesamt erhalten wir damit:

o4 1 1 1 .
Ixe“ dx = —e'dz=—¢" = —¢&""
2 2 2



Beispiele:

1.) Icos(4x) dx

1 1 1
Substitution: z = 4x X=—z g =— dx = —dz
4 dz 4 4
1 ) )
J'cos(4x) dx =J’ cosz dz = —J'coszdz =Sz sin(4x)
4 4 4
X3
2. —d
) I (x2-1)° :
d 1 1
Substitution: z = x2 — 1 X= Jz+1 e S dx = ——+—dz

DZZ
__ 1 1 =2z-1 _ -2x*-1)-1 _ 1-2x?
22 4z Az e A s
1
|
SR
[T
_ 1 1 dx = -1
Substitution: z = — *+1 X = =
X z—1 dz (z = 1)?

1

41 A

\ x _ _ _ =
Ide_Iiz(z-Dz =[— dz = [ - Jz dz = - ?

o TV
4.) _[ tan(x) dx
Substitution: z = cos x jz = —sinx dx = - sirllx dz
Itan(x)dx = I CS;I:; dx ZI SierX E@— sirllx E@lz = —Iidz = —In(z) = —In(cos(x))

L

2z2° ]

Am letzten Beispiel ist zweierlei neu: Zum einen wird ein Term ,,substituiert™, der so Giberhaupt nicht im In-
tegranden vorkommt. Zum andern wird der Substitutionsterm direkt nach der zu ersetzenden Variable x dif-
ferenziert. Durch wunderbare Umstinde fillt dann einerseits x im Integranden weg, andererseits erhilt man

einen verbliffend einfachen Term, der sich problemlos weiterverarbeiten laG3t.

Dies fiihrt uns noch zu einer dritten Art der Substitution: Man ersetzt nicht einen Teilterm des Integranden
durch eine neue Variable, sondern die alte Variable selbst durch einen neuen Term mit der neuen Variablen.



1
Beispiel: Fur |x| <1 sei dieses Integral zu lsen: Iﬁ dx. Die Substitution z=1—x fithrt genausowenig
AL T X

zu einfacheren Integranden wie die Substitution der gesamten Wurzel (ausprobieren!). Seltsamerweise fiihrt
aber x=sin(z) zu einem schr brauchbaren Term, denn man kann den sogenannten trigonometrischen Py-
thagoras (sin’x + cos’x = 1) ausnutzen:

1
I*\m dx

Substitution: x = sin(z) dx/dz = cos(z) dx = cos(z) dz z = asin(z)

1 1 cos(z .
Iﬁ dx = Im COS(Z) dz :I Cosézi dz = Ile —z= asm(x)
Die Substitution x = cos(z) mit dx/dz = —sin(z) fuhrt tbrigens auf einen interessanten Zusammenhang:
1 1 —sin(z
Iﬁd){ = J’m COS(Z) dz = J‘SIH(E))dZ = _Ile -~z =" acos(x)
Man koénnte folgern, daf} asin(x) = —acos(x) gilt. Dies ist aber nicht zutreffend, da wir die Integrations-
konstanten unterschlagen haben. Es ging uns ja nur um eine beliebige Stammfunktion.
Vielmehr gilt asin(x) = —acos(x) + T/2.

Beispiele fiir Substitution der Variable durch einen neuen Term:

1.) I a‘e dx
Substitution: x=lnz dx/dz=1/x dx=1/xdz
Inz _Inz Ina
! a"’e z"" & 1
a‘e’dx = dz = dz = (2" dz=——2"""
I * I 7 .I Z .I Ina+1
Die Vereinfachung 2" “=7"* folgt aus a=€¢"*, denn so wird a"* zu (e"?)

Die Resubstitution ergibt dann:

Ina+1 x |lna+l x(lna+1) xln a+x xlna x X X
e e _ e _e e _ ae

Inz — e]nalnz — alnzlna —

— C

Ina

V4

Ina+1 B Ina+1 B Ina+1 B lna+1 B lna+1 B lna +1

X

i B

Substitution: x =1 — 22 dx/dz=-22z dx=-2zdz

dx

X _ 1-22 _ 272 =2z _ z> =z
Imdx—‘[m( ZZ)dZ_IiJZT dz—ZI :

Dies 143t sich problemlos integrieren:

2_]'(22 -1)dz = 2% 7> —ZEZ iz(z2 - 3)

dz = ZJ'(Z2 -1)dz

Nun mul} noch resubstituiert werden (z = /1 — x ), und man erhalt insgesamt:

+ —_—
| = dXZZI(zz—l)dz:22(22—3):2«/1—X(1—X—3)=—2(X 2NVl = x
A1—x 3 3 3
1
3. dx
) lenx
Substitution: x =e¢* dx/dz=¢* z=Inx

1 2 1
dx = Qdz = [ dz=lnz = In(l
lenx X J' 5 7z Iz z = Inz = In(In(x))

c




4.) J’e“x“dx
Substitution: x =1lnz dx/dz=1/z 7z =¢"

e+ 1ny z+In In

2Tin 7 z Inz ¥4
c c ¢ € z

e +x — S —_ —_ —_ — z — oz — et
J'e dx—J' ; dz—J' ; dz—J' 5 dz—J' ; dz—J'edz—e =e

5) J'sin(«/x -1)dx
Substitution: x =22+ 1  dx/dz=2z z= Jx-1

[sinC/x=1)dx = sin(+/22 )[Rz dz = [22sin(z) dz

= —2zcos(z) + 2J'cos(z) dz = =2z cos(z) + 2sin(z) = 2sin(~'x =1 ) = 2+/x =1 cos(~/x — 1)

ax

6. d
) I bx + ¢ )
Substitution x = z7c dx/dz=1/b z=bx +c
z=cC
ai —
J' ax dX:I—b Eﬂdzzj'az ac dz:iJ'B—iELiz
bx + ¢ b 2TC 4 b b2z b2J0 z[
—+c
b
_ A, _ 2 _ac _a ,ac_ac
= §(Z cln(z)) =1 (bx +¢) > In(bx +¢) = 0 x + 0z 1 In(bx + ¢)
Da der mittlere Summand konstant ist, ist auch dies eine Stammfunktion:
J' T dx=2x —ﬁln(bx +¢)
bx + ¢ b2

7) I“X”’z dx

X

Substitution x = z* + 2bz dx/dz =2z + 2b z=—-b+-/x+b?

+ ]2 2 4+ 2by + b2 J(z+b)?2(2z+2b
I\/x b dX:J.W/Z bz +b <ZZ+2b)dZ:I\/(Z ) ( ) 4,
X 72 + 2bz z? + 2bz
z? + 4bz + 2b?

+b)(2z +2b 2(z + b)? 2
:I(Z )(22 ) dz ZI(Z ) dz :I dz
72 + 2bz z? + 2bz z? + 2bz

272 + 4bz + 2b? 2b? 2b?
=24+ =24+
2>+ 2bz z* + 2bz z(z + 2b)

Polynomdivision ergibt

2

2
Der Restbruch — 146t sich in der Form — +
z(z + 2b) z z+2b

Gleichsetzen, ausmultiplizieren, nach z zusammenfassen und vergleichen der Koeffizienten ergibt:

2b? A B
= +

z(z + 2b) z z+2b

darstellen.

| z(z + 2b)

2b? = A(z +2b) + Bz = (A + B)z + 2Ab

also A+B=0 und A=Db, woraus sich B = — b ergibt.



222 + 4bz + 2b? b b z
dz = +— - =2z+bl -bl +2b) =22+ bl ]7
-[ z?2 + 2bz ? J’QZ z z+ 2b @Z g n(2) n(z ) g nDz + 2b E

Jx+b2 b
=2/x+b? = 2b+bInH = = 2/x+b> —2b+2bIn[x +b2 — b~ bln(x)
A/x+b* +b

R S R S i N O it N T
Hinweis: /m+b_(/x+b2+b)(/\x+b2—bl_ x+b2—b2 X
Aufgaben:
2 dx b lnxd 2 J q g
a) I(X+l)2 ) J' - X 9 Ixz—l X ) Icosx X

X 1
©) J’ﬁdx f) J.Vx/;'Fl dx o) Iﬁdx

Moégliche Substitutionen:
x=¢; x=z-1; x=(z-1)/(z+1); x=asinz; z=x*+1; z=/x +1; z=1/x; z=sinu; z=sinx



Losungen:

2
Jidx
(x+1)2
Subst: x=2z-1

2

—r2 -
J-(X+l)2 dX—J';dx—

Inx

I

dx

Subst:x =¢* dx/dz=¢"

Inx Z

dx =
I x2 I(CZ)Z

dx

-[Xz_l

dx/dz=1 z=x+ 1

3__ 2
A x +1
z=1Inx

1 1 1 1 Inx +1
ede:IidZ:_i+Ide:_i_f:_ r]lX_ ]':_ nx
ez eL ez eL e// en:\ en:\ -
2 -1
dX/dZ: 7 = X
(24 1)? ot
2 2 2

z+1

(z+1) d2=] (z-1)> _(@+1)7 D(z+1)2 d
(z+1)?  (z+1)

2 4

_ _ -, =rk
_I (z=1)2=(z +1)? D(Z+1)2 dZ_I(ZZ+Zz+l)—(zz+22+l) dZ_I4de Izdz

-1
Subst.: x = ?
z+1
[Een|
x* =1 z —1
2
(z+1)?
:1nZ:1nBiE
Ox+10

Icos x (" dx

Substitution: x = asin z

1
dx/dz = e cos(asin(z)) = /1 — 2 z = sin x

cosx " dx = [/1—22 [ Ellidz= e’dz = ¢ =™
| I e |

—



X

J’idx
Jx%+1

Substitution: z = x2 + 1 = /-1 dx _ 1

u u . =X x = _ @< _ 1

’ ! dZ 2\/?
X Jﬁ 1

err T de=z =z +1

Im ‘[ Jz 2\2— I f

J.w/x/;+1 dx

Substitution: z =/x + 1 x=(z-1)? dx/dz=2z-2

= 1Vz /A ZZEZ% zZ — - ZZ% Z
J'W§+1dx-jf(2 2)dz =27 (227 2) I% @Eﬂ

=§zi(2z—2)—4 22 =2 r(Zz—Z)——r

305
&ririﬁﬁ e
15 3 15 15 15
= e = = Rl -
:{Zxﬁﬁaz—S):4V“&+DﬁbJX'2)

15

1
—dx
-IX/\/XZ -1
1 d 1
Subst:z=— x= — K- z=sinu dz/du=cosu
X z dz z?

— CcoSsu

[ o= J e R e e

= —asin(z) = —asinBlH
Ux O



