RESUMO PARA PROVA DA “IDENTIDADE DE EULER”

Este texto é parte integrante de um conjunto de textos que objetivam conduzir ao
entendimento das equac¢des aplicadas ao eletromagnetismo.
E um bom comeco para quem quer se aprofundar no assunto.

A motivacéo para este artigo consiste no fato de que a “Ildentidade de Euler”
e utilizada freqientemente na resolucao de Equacao Diferenciais Ordinarias —
EDO- aplicadas a fenbmenos harmonicos.

Uma vez que:

- as ondas sao representadas em geral por fungdes harmoénicas (formadas

por senos e C0-Senos);

- em eletromagnetismo ha os fasores — que possuem componentes

imaginarios;

a “Identidade de Euler” é utilizada intensamente ndo somente na solugéo de
problemas que envolvem ondas como qualquer fendmenos harménicos (que
possuem oscilagdes no tempo) em geral. Alguns exemplos de aplicacdes sao
citados a seguir:

- fisica e fisica matematica em fen6menos harmonicos;

- engenharia mecanica (mecanica dos fluidos e termodinamica);

- engenharia elétrica e eletrbnica (eletromagnetismo, teoria dos circuitos

etc);

- engenharia telecomunicac¢des (processamento de sinais, propagacéo de

ondas etc);

- engenharia civil (hidraulica, calculo estrutural para estrutura dinamicas,

etc);

- todas as demais areas onde ocorrem fendbmenos harménicos;

O bom entendimento da “Identidade de Euler” auxilia, junto com outras
operacdes matematicas e estudos de fisica, no entendimento das equacdes que
regem o funcionamento de muitos fendmenos da natureza.

Em termos historicos, pode-se dizer que a “Identidade de Euler”, permitiu o
tratamento analitico da matematica e foi utilizada para resolver varios problemas
matematicos posteriores, inclusive as Equactes de Maxwell que deram origem a
teoria do Eletromagnetismo e das Ondas que foram utilizadas posteriormente
como origem das teorias “ondulatoria” e posteriormente na fisica quéanticas por
Einstein.

Em termos matematicos, a “Identidade de Euler” adquiri bastante interesse
ao relacionar os senos e co-senos com o “Numero de Euler”, cuja “Identidade de
Euler” é dado por:

X+yi) — : ., , . .,
g —ex(wsy+|seny) onde i € o nimero imaginario.
Ao relacionar o numero de Euler com niumeros complexos e as fungdes
trigonométricas seno e co-seno (harménicas), € criado um artificio matematico

gue simplifica bastante a solucéo de Integracéo e derivacdo de nimeros
complexos, um vez que:

I

(ex) =e* ,0u seja:

f(x))=f(x) com f(x)=¢€;



O objetivo deste texto é proporcionar fundamentos matematicos para o
entendimento das equacgdes baseadas na “Identidade de Euler” desde o
entendimento de seus elementos basicos. Esse entendimento sera construido
de forma gradual, e desde os primordios dos conceitos. Desta forma, serédo
visto:

- conceitos de formacéo de funcoes;

- conceitos de funcgBes periddicas;

- definicado de func¢des harmonicas;

- conceitos de funcgdes transcedentes elementares;

- conceitos de sequéncias infinitas;

- séries harmonicas;

- séries de MacLaurin e Taylor para expanséo do nameros de Euler;

- principio de formacéo de funcfes matematicas;

- demonstracéo da “Identidade de Euler” por expansdo em seéries;

PRINCIPIOS DE FORMACAO DE FUNCOES

Uma vez que as fungdes podem ser representadas por séries que sao
formadas a partir de sequéncias, para entender a origem (formacao) das
funcdes sdo necessario conceitos sobre sequéncias. Por sua vez, para entender
sequéncias, sAo necessario conceitos sobre as séries.

Portanto, nos préximos tépicos serdo fornecidos conceitos sobre funcdes
importantes e suas aplicagdo. A seguir, sera abordado gradativamente cada
conceito -de sequiéncia e de séries- visando atingir um entendimento mais
completo sobre as fungdes formadas pela Identidade de Euler e, a partir disso,
demonstrar sua validade.
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DEFINICAO DE FUNCOES PERIODICAS:

Dizemos: f tem um periodo 2 . De um modo geral uma funcéo f(x) tal que
f(x+p)=1f(x) (pz0) (7-3)
para to X é dita periodica com periodo p. Deve-se notar que Cos2x, tem,
além do periodo 2 , o periodo e, de maneira genérica, COS hX e Sen nx tem
periodo 2 /n. No entanto2 ¢é o Unico desses periodo que é compartilhado por
todos os termos da série.

USO DAS FUNCOES PERIODICAS:

... tais fung@es periodicas aparecem em uma grande variedade de
problemas fisicos: vibracdes de uma corda, movimento dos planetas ao redor do
Sol, rotagdo da Terra em torno de seu eixo, movimento de um péndulo, marés e
movimento ondulatorio em geral, vibragcdes de uma corda de violino, de uma
coluna de ar (por exemplo, numa flauta), e sons musicais em geral. A teoria
moderna da luz € baseada na “mecanica ondulatéria”, com vibracdes periddicas
como caracteristica; o espectro de uma molécula € simplesmente uma



representacao das diferentes vibragdes que tém lugar simultaneamente nela.
Circuitos elétricos envolvem muitas variaveis periodicas; por exemplo, a corrente
alternada. O fato de uma viagem ao redor do globo envolverr uma variagéo total
de longitude de 360° € uma expressao do fato de serem as coordenadas
cartesianas de posi¢ao no globo fung¢des periddicas da longitude, com periodo
de 360°; muitos outros exemplos de tais funcdes periddicas de coordenadas
angulares podem ser dados.

FENOMENOS COM COMPORTAMENTO HARMONICOS E FUNCOES
TRANSCEDENTES ELEMENTARES

Definicdo de FUNCOES HARMONICAS
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Se f=f(x,y) possuir derivas segundas continuas num dominio D e se
0>  0°  0°
2 + 2 + 2
0°x 0%y 0°z
em D, ent&o z é chamada harmonica em D. O mesmo termo é usado para uma
funcdo de trés variaveis que possui derivadas segundas continuas num dominio

D no espaco e cujo laplaciano é 0 em D. As duas equacdes que caracterizam as
fungBes harmobnicas:

0%z=0 onde 0?07 =

0°z  0°z 0°w  0°w  d*w
ot T0 ottt =
0°x 0%y 0°x 0%y 0z
sdo chamadas equagdes de Laplace em duas e trés dimensdes,
respectivamente.

USOS DAS FUNCOES HARMONICAS
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As funcdes harmbnicas surgem na teoria dos campos eletromagnéticos,
na dindmica dos fluidos, na teoria da condug¢éo do calor, e em muitas outras
partes da fisica; algumas aplicacdes serao discutidas nos Caps. 5, 9 e 10. As
funcdes bi-harmoénicas séo usadas sobretudo em elasticidade; elas seréao
discutidas nos Caps. 9 e 10.

(comentarios)

Muitos dos fenGmenos da natureza possuem oscilagdes no tempo
(periédicos) e podem ser representadas por funcdes harmonicas.

As funcdes harmonicas formadas por composicao de senos, co-senos e
polimdnios sdo chamadas de “funcfes elementares”, pois séo formadas a partir
das fungdes transcedentes elementares, conforme explicado a seguir:
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AS FUNCOES TRANSCEDENTES ELEMENTARES:

As funcdes senx, cosx e € (onde e=2,71828...) e suas inversas costuma-
se dar o nome de FUNCOES TRANSCEDENTES ELEMENTARES.

As funcdes que sdo obtidas a partir dessas ultimas e de polinémios, por
meio de um namero finito de aplicacdes das operacdes aritméticas, de
potenciacéo e de substituicdes (composicao de funcdes), recebem o nome de
FUNCOES ELEMENTARES.

Por exemplo: y=log e(l +41-%° cosx)
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CALCULO DIFERENCIAL PARA FUNCOES TRANSCEDENTES
ELEMENTARES:

Quanto as funcdes transcedentes elementares, valem:

oa0n (s =cosx; (cosx) =senx ; (o) =a togea ; (log) = =~

As regras para senx e cosx Sao consequéncias da relagéo

. sen/Ax
[im =
-0 AX
gue é valida quando os angulos sdo medidos em radianos.

1

As regras para a* e log,a sdo consequéncias da relagéo:

1
lim (1+ Ax)ax = =2,7182818285  (0-103)
Ax -0

E natural em célculo tomar e como base das funcdes exponenciais e
logaritmicas. Entéo:

(ex)' =€ (Iogx)' -1 com: (logx =log, x)
X
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SEQUENCIAS INFINITAS:

Se a cada inteiro positivo n € associado um numero s,, diz-se que 0s numeros
s, formam uma sequiéncia infinita. Ordenam-se os nimeros segundos seus
indices:

S5y S S
Exemplos de sequiéncia séo:
111
24" 2"
2 3 n
ll+£’1+1 +E,...,1+1 +E +... +£’...
2 2 3 n

Suas regras de formacéo sao:
Sn:i sn:(n_-l_ljn Sn:]_+1+l+...+1
2"’ n )’ 2 3 n
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Demonstra-se que as sequéncias (6-1) e (6-2) convergem,

||mi:O l’l’...’i
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SERIE HARMONICA
Teorema 15. A série harmdnica de ordem p.

=1 1 1
— =1+ —+—+...
oy np 2p 3p
converge se p>1 e diverge se p<1.
Demonstracéo: O termo geral ndo converge para 0 (zero) quando p<0;
portanto, para p<0, a série certamente diverge.

Para p>0, o critério da integral pode ser usado, tomando-se
f(9 ==

Sejaagora p#1.

81 -1 oy 1 1
Uma vez que : J—dx= = [b (P~ —1} =—|1-—
X" —p+1, (p-D) p-1l" b’

Temos: J.ipdleim{i(l— ;L_lﬂ
1 X b-= p-1 b

Para p>1= Iim:L
(p-1)

Para p=1= jldx :Limlogb =0
X — 00
1

OF 1= diverge:>1+%+--- +1 +eo
n

serie_harmonica
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[ n n

Calcular Y- a,=—-  CRITERIO DA RAZAO:>‘h
n:

o Nl a
+ n+1 1 n
jim{*Y" =lim 1+1 =e (numero de Euler)
nee (n+1)! n" nee\" n
e
e>1= série diverge = CRITERIO DO TERMO GERAL = Iimn—' = o0
n-onl

Na verdade, podemos concluir desse resultado que
.n"
[im— =oo
n-onl

ou seja, o termo geral tende ao infinito quando n tende ao infinito.



Definicdo de SERIES DE POTENCIA e RAIO DE CONVERGENCIA:

Continuar a partir do KAPLAN-pag.393.

CONSTRUCAO DA FUNCAO DO NUMERO DE EULER
A PARTIR DAS SERIES DE MacLaurin e Taylor:

Apos ter vistos alguns conceitos de seqléncia e séries para sequéncias
especificas, veremos a seguir, como as sequéncias e séries foram exploradas
por Taylor e MacLaurin para constru¢do de fun¢des com caracteristicas
especiais.

A solucéo dessas fungdes € o niumeros de Euler, que possui
caracteristicas especiais que permitiram um grande avanca no tratamento
analitico da matemaética.

Desde ent&o, inumeros problemas da matematica e fisica puderam ser
resolvidos.

Posteriormente sera feito uma explicacdo mais detalhada a respeito.
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DEFINIGAO DA SERIE DE Taylor:

Seja f(x) a soma de uma série de poténcias cujo intervalo de convergéncia
¢ a-r <x<a+r':
f(x)=>c,(x-a)" sendo c, =f_(())
n=0 n!
Essa série denomina-se a série de Taylor de f(x) em x=a se 0s
coeficientes c, forem dados pela regra:
f'(a f'(a f'(a f"(a
c=t@, c=1@ _f@ @ 7@

2! 3 n!

temos entao:
f(x) = f(a) +—f '(a) (x —a) +—f,(a) (x —a)2 +o.. +—f " (a) (x —a)“ +..
1 2! n!
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DEFINIGAO DA SERIE DE MacLaurin:

E série de MacLaurin é um caso particular da série de Taylor para a=0. Ou seja:

F(x)=f(0)+ fll(!o) (%) + f'2(!0) 2 4. + 10 (:!(0) X" e



Por diversos motivos, a manipulacdo dessa série € mais simples. A substituicao
de t=x-a reduz a série de Taylor geral a forma de uma série de MacLaurin.
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Exercicio 5: Seja y=f(X) uma funcéo (caso exista) tal que f(x) esta definida
para todo x, f(x) possui uma série de MacLaurin valida para todo X, f(0)=1, e

& =y paratodo X.

dx

Mostrar que temos, necessariamente,

2 X3 Xn

f(X)=1+x +X— +2 4.2 4
2 3 n!
e que satisfaca a todas as condig¢éo colocadas.

OBSERVACAO: A funcéo acima € a expanséo por série do nimero de
Euler!

Resolucéo:
Primeiramente, enumeremos as condi¢des colocadas para a fungao:

l. f(X) possui um série de MacLaurin valida para todo x.

ll. dy
dx_y
V. 2 3 n
f(X) :1+X+X_ +X_ +... +X_ +..
2 3l n!

Expandindo a fungéo para melhor visualizagédo, temos:

2 3 X4 X5 XG X7 Xn

X
f(X)=1l+X+—+—+— +— +— +— +..— +..

20 3 4 5 6 7! n!
Agora resolvendo a primeira condicao: I. f(x) possui um série de MacLaurin

valida para todo x.

f(x) para x=0 =f(0)=1

1 2 3 n-1
f'(x) :1+2i +3X_ +4X_ +.-. +n
2! 3! 4! n!

+...

3 n-2
() =2 4322 +4B% 4. +n(n >
2 T3 4 n!

+...



2 n-3
320 ampX+43% 1+ 40 -(n 2%
3 3l 41 nl

A2 L +n(n -D(n -2)(n -3) X:

+...

£ (x) =

+...

M (x) =

Portanto, para
f'(x) para x=0= f'(0) =1;
f'(x) para x=0= f'(0) =1;
f"(X) para x=0= f"(0) =1,
fM(x) parax=0= f")(0)=1;

f"(x) parax=0= f"(0)=1.

Portanto, para qualquer que sejan, f™(0) =1

I f"0) _1
0 que implica que ¢, = ==
n! n
5 stica: M (Q) = _fP0 _1
Em notagédo matematica: Il n= f™(0)=1=c, = s
n! n!

Para valer a série de MacLaurin para qualquer X pela definicdo o seu “raio de
convergéncia”’ r’ deve ser infinito, ou seja, r’" = o

Pela definicdo de raio de convergéncia:

« .| C . (n+D! .
r=lim—. :Ilm( ) =lim(n +1) = o0
n- o Cn+1 n-o n! n-o

Portanto, a série converge absolutamente para todo x conforme Teorema 35 —
KAPLAN-pag.394 Item (6-38).

Resolvendo a segunda condicéo: Il. f(0)=1.

A provar é imediata, bastando substituir x=0 em f(X). O que ja foi feito no item
anterior!

Resolvendo a terceira condicao: Ill. % =y ; y=f(x).
X

T~ v = 1

Verificando :

¥ ¢ XX X XX X"
f(X)=1l+x+—+—+—+— +— +— +— +-- +— +-.

20 3 4 5 6 7 8! n!



1 X2 X3 X4 X5 7 n-1

) =1+ 25 435 44X 45X 46X 47X i
o T3 4 s s !

, X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xn -1 Xn
f'(X)=1+Xx+—+—+—+— +— +— +-- +— +— +-.

20 3 4 5 el 7! (n=1! nl

Portanto, f'(x) = f(X)

COMENTARIOS SOBRE A RESOLUCAO DA SERIE DE TAYLOR PARA O
NUMERO DE EULER:

A caracteristica que permite que f'(x) = f(x) esta baseada nos seguintes fatos:

- definicdo dos nimeros fatoriais n!;
- derivagdo de x" =(n-1)x"" que permite que o resultado seja reduzido em

uma ordem e multiplicado pelo nimero da ultima ordem;
- ostermos c, na série de Taylor serem sempre 1, logo, cada termo da
n

série é definido por: a, =X—|;
n!

Portanto, sempre que se derivar a fungéo, cada termo da série de poténcias
ficard uma ordem menor e iguala-se com o correspondente termos na funcao
de ordem imediatamente anterior, logo: f'(x) = f(X).

A funcé@o demonstrada € o numero de Euler.
Provavelmente, este niumero foi definido por Euler devido a sua caracteristica
propria de que f'(x) = f(xX) que permite a solugdo de iniUmeros problemas
matematicos principalmente:

- derivacéao e integracao;

- substituicdo (composicdo de fungdes), tais como as séries de Forrier;

- etc.

De fato, na solucéo de equac¢des da Teoria fisica do Eletromagnetismo, por
exemplo, o nimero de Euler sera empregado intensamente através da
“Identidade de Euler”, que ser4 demonstrada posteriormente.
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(7-6) OBSERVAGOES SOBRE APLICAGOES DAS SERIES E FORIER.

O campo natural de aplicacBes das séries de Fourier € a de fenbmenos
periddicos, como se indicou na Séc.7-1. O fato de uma funcéo periodica poder
ser decomposta em suas componentes harmoénicas simples A =sen(nt+ ) é

de significado fisico fundamental. Para todos os problemas “lineares”, essa



resolugcdo permite reduzir o problema a problemas mais simples de uma Unica
vibracdo harménica simples e depois construir o caso geral por adicao
(superposicédo) de simples.

A aplicacéo concreta das séries de Fourier a tais problemas toma duas
formas fundamentais: uma funcao periédica f(t) pode ser dada em forma gréfica
ou tabelada; uma compreensédo melhor do mecanismo fisico que levou a tal
funcdo exige uma “andlise harménica” de f(t), ou seja, representacao de f(t)
como série de Fourier. Segundo, sabe-se que a funcéao f(t) é periddica e sabe-se
gue ela satisfaz a uma relacao, por exemplo a uma equacao diferencial; deseja-
se determinar f(t) como uma série de Fourier com base nessa informacao.

O primeiro problema é de interpretacio de dados experimentais; o
segundo problema é de predicéo do resultado de uma experiéncia, com base
numa teoria matematica.

Sendo a aplicacdo das séries de Fourier a fendbmenos periédicos
fundamental ha um campo de aplicagcdo muito mais vasto. Como se demonstrou
acima, uma funcao “arbitraria” f(x), dada para a< x<b, tem uma representacao
como série de Fourier sobre esse intervalo. Assim, em qualquer problema
relativo a uma funcdo num intervalo pode ser vantajoso representar a funcéo
pela série correspondente. Isso permite uma enorme variedade de aplicagdes.
Como antes, as aplicagdes tomam, em geral, a forma ou interpretacéo de certos
dados, ou de predicao funcbes que satisfacam as condi¢des dadas.
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FORMULA DE TAYLOR COM RESTO.

A discussédo acima (das séries de Taylor e de MacLaurin) concentrou-se mais
nas séries de poténcias que nas funcdes que elas representam. A posicao
inversa €, também, de grande importancia, e a primeira pergunta que se coloca
é esta: dada uma funcéo f(x), com a< x < b se , pode essa fungéo ser
representada por uma série de poténcias nesse intervalo? Quando f(x) é
suscetivel de tal representacao, diz-se que f(X) é analitica no intervalo dado. De
modo mais geral, f(X) € chamada analitica em a< x< b, se para cada x, desse

intervalo, f(X) pode ser representada por uma série de poténcias em algum
intervalo x,— <x, <X, + . A maior parte das fun¢des familiares (polindmios,

fungGes racionais, €, sen x, cosx, log X, &), e as funcbes constituidas a partir
delas por operacdes algébricas e substituicbes sédo analiticas em todo intervalo
onde a funcdo examinada é continua. As exce¢des ndo sdo muito dificeis de

reconhecer. Por exemplo, v/ x? :|x| € continua para todo X, mas possui uma

derivada descontinua em x=0. Entdo a funcéo ndo pode ser analitica num
intervalo contendo esse valor.

E possivel desenvolver faciimente uma teoria satisfatéria de fungdes
analiticas usando-se variaveis complexas.

Contudo, o teorema que segue é bastante Util para estabelecer a
analiticidade de uma funcéo, sem apelo para nimeros complexos.



Teoremo 41. (Férmula de Taylor com resto). Seja f(X) uma funcgao.....

..... terminar!!!!
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f(x)=¢€"

f D (xt -
= (n+(1)|)(x—a)‘ ’
Rn _ exan+l
(n+1)!

exXn+l

(n+1)!

R, € menor que ou inferior ao n-ésimo termo da série.

para a=0e x>0;

0<Rn<

o0 exxn+1
z (n-1!

n=1

pelo critério da razéo:
‘anﬂ _ E,)((X)n+2 M _ (X);{+2—)f{—1
a, ‘ nw ﬁ/(X)nﬂ n

S| x

C Q| i X .
lim|—/= =lim— =0 = converge para qualquer que seja o X.
n—- oo a'n naoon
X, N+l
PELO CRITERIO DO TERMO GERAL lim (e )il)l =0
n-o(n+1)!
O R, =0

Também vale o argumento para x<O.
Portanto, € pode ser representado por uma série de Taylor.

. X X X
€ =1l+x+—+—+-+—+.. = —  [X (6-46)
2! 3 n! n=o N!
para qualquer que seja X.
(Vale lembrar que 0!=1 por defini¢céo).

De modo analogo, pode-se provar que sao validas as seguintes expansoes:
3 5 2n-1

n 00 n

Senxzx—x_+x_+...+(—1)n+l X +...
3 5 (2n-1)1 (6-47)
X2 X4 (_1)nX2n

cosx=1-—+—+..- +——— +... paratodo X.  (6-48)
21 4 (2n)!



+m(m—l) 2 4o +m(m—l)--~(m—n +1) "
2! n!
ndmero real m. (6-49)

@+x)" =1 +;—r'lx +.-, -1<x<1, para todo
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PRINCIPIO RICO EM APLICACOES.

Determinacéo de uma fungao que satisfaca uma dada condicéo.
- imponha que a funcdo possa ser expressa por uma série de poténcias;
- procure determinar os coeficientes dessa série de modo tal que seja
satisfeita a condicao dada;

- se for possivel encontrar uma série, pode-se examinar a convergéncia
da série e averiguar se, de fato, ela define uma funcéo que satisfaz a
condigao dada.

Comentarios: Foi exatamente isso que foi feito ao utilizar a série de MacLaurin
fez para determinar a funcéo que satisfaca as condic¢des iniciais e que definem o
namero de Euler.

Veremos mais adiante, com provar a “ldentidade de Euler” que ajudara a
resolver integracdes e derivacdes de numeros complexos nas equacdes de
eletromagnetismo.

SEQUENCIAS E SERIES DE NUMEROS COMPLEXOS PARA AS FUNCOES
TRANSCEDENTES ELEMENTARES:
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E particularmente interessante observar que as séries de poténcias

(6-46),(6-47),(6-48) de €', SENX € COSX ainda convergem quando se substitui
X por um namero complexo arbitrario z, pois, assim, podemos usar as equacdes

n

ez:1+Z+"'+Z_ +... (6-57)
n! '
3 25 Nl ZZn—l
enz=z-_ +a +oe +( ) (2n-1)! e (658)
22 N Z2n
cosz:z—§+-~ +(-1) m tee (6-59)

para definir essas fungdes no caso complexo. A partir dessas séries, deduzimos
a identidade de Euler:



e” =cosy +iseny (6-60)
ou a relagdo mais geral

e =¢*(cosy +iseny) ey



KAPLAN-pag..414 — Problemas 3 e 4.

3-Provar que as séries (6-57), (6-58) e (6-59) convergem para todo z.

VA
=1+z+.-- +— +...

o ’ (6-57)
3 A

senz:z—§+---+(—) (2[‘]—1)! *eee (6-58)
22 N ZZn

COSZ:Z_E +--~+(—) (Zn)l +- (6-59)

Resolucéo:

Pelo critério da razdo (KAPLAN-pag.357),

Para a série (6-57), temos:
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Para a série (6-58), temos:
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converge absolutamente para qualquer X. Converge absolutamente HX
Para a série (6-59), temos:
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KAPLAN-pég.414
Exercicios sobre IDENTIDADE DE EULER:

4-a) Estabelecer a IDENTIDADE DE EULER (6-60) a partir da definicao de
ex, Sen X e Cos X por série.

€” =cosy +iseny (6-60)

4-b) Estabelcer arelagdo (6-61) a partir da definicéo de €", sen x e cosx
por série.
eV =¢*(cosy +iseny) (5,61

Resolucéo:
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e¥ =cosy+iseny

A expressdo de série de poténcias é uma conseqiiéncia dessa definicéo de €
complexo para zcomplexos.

4-b)
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cosy+iseny



Exercicios complementares relacionados com a demonstragcdo da

Identidade de Euler

KAPLAN-pag.414 — Problema 5.

5-Usando as expressoes (6-57), (-58), (6-59), provar as identidades:
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a) COSZ = . p) senz =

d)sen(-z) = —senz. g)cos(-z) =cosz: fy sen’z +cos’z =1.

g) COS2z =c0s’z —sen’z. p) sen2z = 2senz [60sz

Dado:
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