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Vorwort

In der vorliegenden Facharbeit wird der Versuch unternommen, die komplexen Zahlen, sowie
Rechenoperationen und einige Anwendungsgebiete allgemeinverstindlich darzustellen. Die
angewendeten Methoden erforderten, dass wir uns zuerst mit Themenbereichen
auseinandersetzten, um Sachverhalte nachvollzichen zu konnen, die im Bereich der reellen
Zahlen vollig selbstverstdndlich zu sein scheinen (Axiome, etc.). Dariiber hinaus mussten wir
uns in einem Bereich zurechtfinden, der fiir uns erst vollig unvorstellbar schien, weil wir in
unserer mathematischen Erziehung bis zum heutigen Zeitpunkt eines anderen belehrt worden
waren. Zahlen, die beispielsweise keine Anordnung haben, hielten wir erst fiir tiberfliissig und
spater fiir interessant, bis es Normalitit wurde, mit komplexen Zahlen zu rechnen und mit
thnen umzugehen.

Die Aufgabe der Informationsbeschaffung viel uns weniger schwer, da es viel Literatur und
andere Informationsquellen zu diesem Thema gibt. Die Schwierigkeit lag vielmehr darin sich
auf das Heraussuchen der fiir uns wichtigsten Informationen zu beschrianken und das
Verstindnis fiir einen vollig neuen Zahlenbereich aufzubringen.

Die Themenbereiche unserer Facharbeit haben wir unter Berticksichtigung der aufgefiihrten
Verstdndnisproblematik mit besonderem Schwerpunkt auf die Grundlagen und bereits
bekannte Verfahren aus dem Bereich der reellen Zahlen ausgewdéhlt.

Die Arbeitsteilung haben wir nach Themen vorgenommen, indem wir je nach Wichtigkeit und
Verstindlichkeit eines Themas die Anzahl der benétigten Seiten abgeschitzt haben. So hat

jeder von uns jeweils ein Schwerpunktthema und ein Grundlagenthema bearbeitet.

Robert Ciesnik, Haydar Kayapinar, Philipp Treiber im April 2000



L. Grundlagen1 (Robert)

I.1.  Gruppenbegriff

Wihrend der gesamten Schulzeit wurden Jahr fiir Jahr neue Methoden und Bereiche der
Mathematik gelehrt. Auch der Begrift der Menge wurde tliber die Schuljahre immer wieder
erweitert, wenn man an dessen Grenzen angelangt ist. So wurde als erstes die Menge der
natiirlichen Zahlen N eingefiihrt. Mit den Zahlen aus dieser Menge konnte man einfache
Summen, Differenzen, spéter Produkte und Quotienten berechnen, die als Losung immer nur
eine Zahl aus der gegebenen Menge ergaben. Doch bereits bei den Differenzen tauchten
Zahlen mit einem negativen Vorzeichen auf, die nicht in der Menge der natiirlichen Zahlen
definiert sind. Also wurde die Menge der ganzen Zahlen Z eingefiihrt. Doch auch diese
Menge war fiir viele Ergebnisse aus Divisionen, also vor allem Briiche, nicht definiert und ihr
folgte die Menge der rationalen Zahlen Q. Mit der Einfiihrung der Wurzel bekam man

Ergebnisse, die man nicht als Bruch darstellen konnte. Es waren sogenannte irrationale

Zahlen (z.B. V2 ). Die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen bilden zusammen die
Menge der reellen Zahlen R. Inzwischen rechnet man in der Oberstufe sogar mit Objekten,
wie Vektoren und Funktionen.

Doch was bei all diesen Erweiterungen immer geblieben ist, das sind die Voraussetzungen,
die zum Rechnen geschaffen werden miissen. Das bedeutet man braucht immer eine
Grundmenge G, zwei Elemente fiir die gilt a,b € G und eine Rechenoperation (im Folgenden
"Verkniipfung " genannt), die ein eindeutig definiertes Ergebnis liefert, welches unter a o b
zu verstehen ist.

Ferner haben Grundmengen und Verkniipfungen, deren Elemente aus der Grundmenge

definiert sind eine oder mehrere der folgenden Eigenschaften:

1. Abgeschlossenheit
Firalle a,be G ist ache G .

2. Assoziativitdt
Fiir alle a,b,ce G ist ac(boc)=(aob)oc.
3. Existenz eines neutralen Elementes

Es gibtein ne G,sodass nca=aon=aq firalle ae G gilt.

"Ltv.: 1,S.9-16



Beispiel: Bei der Addition ist die Zahl 0 das neutrale Element und bei der Multiplikation
die Zahl 1.

4. Existenz von inversen Elementen
Zu jedem a e G gibt es genau ein Inverses @', sodass ¢ ca=aoa™ =n gilt.
Beispiel: a+(—a)=(-a)+a=0.
Diese Eigenschaften einer Gruppe heilen Gruppenaxiome.
Es gibt noch eine flinfte Eigenschaft, die Kommutativitdt, jedoch wird sie, laut Dittmann,
nicht zu den Gruppenaxiomen gezéhlt, weil sie den allgemeinen Gruppenbegriff, der dazu
dient Gemeinsamkeiten verschiedener mathematischer Objekte herauszustellen, zu sehr

einschrinken wiirde.

I.2. Korperaxiome der reellen Zahlen IR

Als Korper definiert man eine Grundmenge K, die mindestens 2 Elemente besitzt, auf ihr 2

Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation) definiert sind und folgende Kérperaxiome

erfiillt sind:

1. Abgeschlossenheit: K ist beziiglich beider Verkniipfungen abgeschlossen.

2. Assoziativitit: Fiir alle a,b,ce K gilt a+(b+c)=(a+b)+c und a-(h-c)=(a-b)-c.

3. Existenz der neutralen Elemente: Bei beiden Verkniipfungen existiert ein neutrales
Element; bei der Addition ist es die Zahl 0 und bei der Multiplikation die Zahl 1.

4. Existenz der inversen Elemente: Bei der Addition ist -a das inverse Element zu a und bei

der Multiplikation ist es a ™' .

5. Kommutativitdt: Fir alle a,be K gilt a+b=b+a und a-b=b-a.

6. Distributivitit: Fiir alle a,b,ce K gilt a(b+c)=ab+ac.

1.3. Anordnungsaxiome
Neben den Korperaxiomen gibt es ebenfalls Axiome, mit dessen Hilfe man Aussagen tiber die
Anordnung von Zahlen auf einer Zahlengeraden treffen kann. Wenn die folgenden Axiome

gelten, dann heiB3t der Korper K angeordnet:

1. Trichotomie: Fiir alle a,be K gilt nur eine der 3 Relationen: a>b, a=b, a<b.
2. Transitivitdt: Wenn a > b und b > ¢ dannist a >c.

3. Monotonie der Addition: Wenn a > b dann ist fiir jedes c auch a+c¢>b+c.

4

. Monotonie der Multiplikation: Wenn a > b und ¢ >0 dannist a-c>b-c.

<3



Durch Anwendung dieser Axiome auf den Korper der reellen Zahlen IR darf man sagen, dass

der Korper der reellen Zahlen IR angeordnet ist.

II.  Der Korper der komplexen Zahlen’ (Philipp)
II.1. Der Mangel des Korpers der reellen Zahlen

Lineare Gleichungen der Form ax+5b =0 (mit a,b€ R und a # 0) haben immer eine
Losung.

Anders ist es bei quadratischen Gleichungen der Form ax” + bx + ¢ = 0 . Hier gibt es welche,
die in R eine Losung haben, aber auch welche, die keine Losung in R haben. Die Gleichung
x> =—1 hat zum Beispiel in R keine Losung, weil Quadrate reeller Zahlen nicht negativ sein
konnen.

Nun haben aber auch Gleichungen der Form 5x =4 in Z oder x> =2 in Q keine Losung.

Erst die Erweiterung zu Q bzw. R machte Gleichungen solcher Form 16sbar.

IL.2. Erweiterung des Korpers der reellen Zahlen

Also muss der Korper der reellen Zahlen erweitert werden, damit quadratische Gleichungen
der Form x”> = —1 eine Losung erhalten.

Einer der ersten Mathematiker, der sich mit diesem Problem auseinandersetzte, war Leonard
Euler (1707-1783). Er fiihrte eine neue ,,Zahl* ein, die die Losung der Gleichung x* = -1
haben sollte. Fiir diese Zahl sollte also gelten :

i’ =-1

Die Zahl i wird als imaginiire Einheit betrachtet. Dieser Name geht schon auf René
Descartes (1596- 1650) zuriick. Durch Multiplikation einer reellen Zahl mit i, kommt es zu
den Imaginirzahlen bi, mit denen so gerechnet wird, als sei i eine durch einen Buchstaben zu
vertretene Zahl:

6i—3i=3i;

0i=0;1li=i;-li=-i;

5i-2i=(5-2)i> =10(=1) = -10.

Durch die Einfiihrung der Imaginérzahlen erhalten alle rein quadratischen Gleichungen der

Form x* =—a (mit @ > 0) eine Losung. Die Lésungen sind x, = +i+/a und x, = ~iva .

2Ltv.: 1, S.20-28
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Denn es gilt :
(i\/;)z = iz(\/Z)z =(-Da=-a
Civa) =i Wa) =(Da=-a.

Gemischte quadratische Gleichungen haben Summen aus reellen und imaginéren Zahlen als
Losung. Zahlen, die aus einem reellen und einem imagindren Anteil additiv zusammengesetzt
werden, heillen komplex. Sie haben die Form

z=a+bi a,be R.

Summen und Produkte komplexer Zahlen lassen sich folgendermallen berechnen:

z,+z, =(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

z, -z, = (a+bi)-(c+di)= ac + adi + bci + bdi* = (ac —bd )+ (ad + be)i .

I1.3. Kiritik am Vorgehen

Zuerst wurde festgestellt, dass es keine reelle Zahl gibt, deren Quadrat negativ ist. Jetzt ist
einfach diese Zahl eingefiihrt worden, ohne zu wissen, ob es nicht auf Widerspriiche stoft,
wenn doch eine solche ,,Zahl* grundsitzlich nicht existieren kann. Diese Problemstellung
kann an folgendem Beispiel verdeutlicht werden:

Es gibt in IR kein Inverses der 0 beziiglich zu der Multiplikation 0"'. Man kénnte ja genau wie
i eine Zahl j einfiigen, die das Inverse zu 0 ist. Dann wire j=0"" oder 0/ =1.

Dann wire (0+0)j=0;=1,

wegen der Distributivitdt aber auch (04+0)j=0;+0;=1+1=2. Es wiirde also 1 =2! sein.

Es kann also auf Widerspriiche stolen, wenn man ein nichtexistierendes Objekt durch die

Namengebung in die Existenz hebt.

I1.4. Konstruktion von komplexen Zahlen

Weil man an der Existenz der Zahl i zweifeln konnte, kann man neben der schon bekannten
Summenschreibweise auch komplexe Zahlen als ein Paar von reellen Zahlen darstellen, bei
dem es auf die Reihenfolge ankommt. Die Existenz von solchen Paaren reeller Zahlen kann
grundsitzlich keine Zweifel aufwerfen.

Also ist eine komplexe Zahl als ein geordnetes Paar reeller Zahlen (a;b) definiert. Die erste
Zahl des Paares (@) hei3t Realteil, der zweite Teil des Paares (b) heifit Imaginérteil oder
abgekiirzt: z =(a;b) a=Re(z) b=Im(z)

<9



Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn ihr Realteil und ihr Imaginirteil {ibereinstimmen.
Jetzt wurde eine neue Zahlenmenge eingefiihrt. Es ist die Menge der komplexen Zahlen C.
An dieser neuen Zahlenmenge werden die Grundverkniipfungen der Addition und der
Multiplikation neu definiert, und zwar so, dass die Permanenz der Rechengesetze weiter in C
bestehen bleibt. Die Ergebnisse aus der Summenschreibweise werden analog iibertragen.

Es ist

z,+2, =(a;b)+(c;d)=(a+c;b+d)

z,-z, = (a;b)-(c;d ) = (ac —bd;ad + bc).

Auf diese Weise werden alle Zahlen, deren Imaginérteil 0 ist, addiert bzw. multipliziert; man

rechnet mit ihren Realteilen.

(5:0)+(3;0) = (5 + 3;0) = (8,0) (3:0)-(2;0) = (3-2;0) = (6:0)

Also kann die Paarschreibweise, auch als eine andere Schreibweise der reellen Zahlen
verwendet werden, wenn der Imaginérteil O ist. Daher gilt RcC. Die Menge C ist eine
Erweiterung von IR.

Komplexe Zahlen, deren Realteil 0 ist, bilden keine abgeschlossene Teilmenge. Es ist

(0;1) % (0;1) = (0—1;0 %1+ 1% 0) = (=1;0) = —1, was nur eine andere Schreibweise fiir i* = —1
wire. Also ist (0;1)=i und (0;b)= bi, was die Gleichwertigkeit von Summenschreibweise

und Paarschreibweise zeigt.

IL.S. Die Menge C als Korper

Um die Menge C auch als Korper bezeichnen zu kdnnen, muss bewiesen werden, dass die
Korperaxiome beibehalten werden (Permanenz der Rechengesetze).

Die Menge C ist beziiglich den Grundverkniipfungen der Addition und Multiplikation
abgeschlossen. Auch Assoziativitit, Kommutativitit und Distributivitét behalten ihre
Giiltigkeit.

Das Inverse beziiglich der Addition ist 0+ 0i = 0. Die Kommutativitit und die Assoziativitét
lasst sich leicht erkennen, weil sie auf die Addition von Real- bzw. Imaginarteil
zuriickzufiihren ist.

Die Distributivitit 1dsst sich zeigen, indem man beide Seiten der Gleichungen getrennt
ausrechnet: (a, +b,i)[(a, + b,i)+ (a, +byi)]| = (a, + byi)a, +byi)+(a, +b,i)a; +byi).

Fir beide Seiten erhdlt man dann a,a, +a,a, +a,b,i+a,b;i +a,b,i+a,b;i—bb, —b,b; .

<



Die Assoziativitit beziiglich der Multiplikation ldsst sich mit der Polarform (siche Kapitel IV)
leichter beweisen. Ein Beweis mit der Summenschreibweise ist auch moglich, jedoch gibt es
hier sehr viel mehr Rechenarbeit zu leisten. Es werden auch beide Seiten getrennt von

einander berechnet. Es ist :
|I’1|E((p1)* HI’2|E((p2)*|I’3|E((p3)]= HI’1|E((p1)*|I’2|E((p2)]*|r3|E(gp3)
|r1r2r3lE(¢)1+¢)2+¢3)=|7’1 r2r3|E(¢)1+¢)2+¢3)

Die Korperaxiome verlangen aber auch ein neutrales Element 1 und zu jeder Zahl ein Inverses
beziiglich der Multiplikation.

Um dieses Inverse zu finden, ist es notwendig, den Begriff des konjugierten Zahlenpaares
einzufiihren.

Die aus z konjugierte Zahl z hat im Imaginérteil das entgegengesetzte Vorzeichen wie z.
z=a+bi=(a;b) E:a—bi:(a;—b)

Das Produkt eines konjugierten Zahlenpaares ist immer reell.

z-z= (a+bi)a—bi)=a’ —abi+abi+b* = a® +b*

Ist z#0,soistauch a> +b* #0.

z( ! Ej—l dennL— !
a’ +b? ’ zz  a’+b*’

Das Inverse zu z ist daher:

-1 1 - zZ
z = z=—.
2 2

a“+b zz

Divisionen komplexer Zahlen 16st man am einfachsten durch Erweitern mit dem konjugierten
Nenner.
Wie zum Beispiel:

5-2i (5-2i)4-6i) 20-8i—-30i—-12 8 38. 2 19,

= 1= l.
4+6i (4+6i)4—-6i) 16 +36 52 52 13 26

I1.6. Verzicht auf Anordnung

Es ist zwar mdglich, mit komplexen Zahlen so wie mit reellen Zahlen zu rechnen, aber die
Anordnungsaxiome gelten in C nicht mehr.

Weil i # 0 ist, miisste aufgrund der Trichotomie i < 0 oder i >0 gelten.

Jede der Aussagen stoft auf Widerspriiche.

Ist i <0, so gilt aufgrund der Monotonie der Multiplikation i-i >0-i=—-1>0!



III. Die GauBische Zahlenebene’ (Haydar)

III.1. Einleitung

Von den reellen Zahlen ist uns schon bekannt (Zahlenstrahl), dass man sie alle auf einer
eindimensionalen reellen Zahlengeraden abbilden kann, wobei jede reelle Zahl aus einem
Teil, ndmlich dem reellen Teil besteht. Demmig sagt, dass die reellen Zahlen auf der
Zahlengeraden ,,dicht* zusammen liegen. Das heif3t, dass zwischen zwei Zahlen unendlich
viele andere Zahlen existieren oder wie Demmig sagt, dass in jeder beliebig kleinen
Umgebung einer reellen Zahl weitere, unendlich viele Zahlen liegen. Jede reelle Zahl besteht
aus einem Teil, ndmlich dem reellen Teil, deshalb bezeichnet Demmig reelle Zahlen als
»eindimensional“. Da eine komplexe Zahl aus zwei Teilen besteht, einem Realteil x und
einem Imaginérteil y, und somit auch ein geordnetes Paar reeller Zahlen (x;y) ist, wird eine
Ebene bendtigt, um diese darstellen zu konnen. Demmig sagt, komplexe Zahlen seien auf
Grund ihrer zwei Teile ,,zweidimensional®.

Die Ebene, auf der komplexe Zahlen dargestellt werden konnen, nennt man die Gau3sche
Zahlenebene, benannt nach Carl Friedrich Gaul3 (1777 — 1855). Man kann aus dem Reellen
iibertragen und sagen, dass zwischen zwei imagindren Zahlen auf der imaginédren Achse
unendlich viele andere imaginére Zahlen liegen. Die reelle Achse ist identisch mit der vorhin

erwdhnten Zahlengeraden im Reellen.

II1.2. Abbildung komplexer Zahlen auf der Gauf3schen Zahlenebene

Die Vorgehensweise bei der Darstellung komplexer Zahlen auf der GauBBschen Zahlenebene
ist wie folgt: Den reellen Teil x tragt man auf der x-Achse ab. Diese Achse wird auch die
reelle Achse genannt. Auf der y-Achse, der imagindren Achse, wird der imaginére Teil der
Zahl abgetragen. Real- und Imaginérteil sind somit die Abszissen (Ordinaten) des
zugehorigen Punktes, der die gesamte komplexe Zahl darstellt. Somit ist es moglich jede
beliebige komplexe Zahl auf der GauBBschen Zahlenebene abzubilden. Zu jedem Punkt auf der

GauBschen Zahlenebene gehort eine bestimmte komplexe Zahl. Zu jeder komplexen Zahl z

wird eine konjugiert komplexe Zahl z erklirt, die man dann erhilt, wenn man eine komplexe

Zahl z an der reellen Achse spiegelt.
Die konjugiert komplexe Zahl hat die Form: z=x—i- v . Wenn man diese Form mit der

Form der komplexen Zahl z vergleicht, so stellt man fest, dass sich an dem reellen Teil nichts

gedndert hat, nur der imaginire Teil hat ein umgekehrtes Vorzeichen.

3Ltv.: 2, S.6-7
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(siehe dazu die Grafik ,,Die konjugiert komplexe Zahl ).
Eine reelle Zahl ist eine komplexe Zahl, bei der der Imaginérteil gleich 0 ist. Alle rein reellen
Zahlen wiirden somit auf der reellen Achse liegenz,, = x+0-i = x. Eine rein imaginire

reell

Zahl wire eine komplexe Zahl, bei der der Realteil gleich 0 ist. Alle rein imagindren Zahlen

wiren auf der imagindren Achse abzutragen z =0+ y-i=y-i.Jede komplexe Zahl auf

imaginir
der Gauf3schen Zahlenebene besitzt einen Ortsvektor mit dem x und y Komponenten. Der
Ortsvektor geht von dem Punkt (0/0) aus und zeigt auf dem abgebildeten Punkt der
komplexen Zahl. Da wir die komplexen Zahlen zweidimensional abbilden, besitzen somit
auch die Ortsvektoren nur zwei Komponenten (x und y). Mit Hilfe dieser Ortsvektoren ist es
moglich, die Addition und Subtraktion komplexer Zahlen geometrisch zu interpretieren,
da diese Rechenvorschriften analog zur Addition der zugehorigen Ortsvektoren
definiert sind.

(siehe dazu die Grafik ,,Addition und Subtraktion der Ortsvektoren).

Die Assoziativitit und Kommutativitdt im Komplexen ist ebenfalls mit der Kommutativitit
und Assoziativitdt der zugehdrigen Ortsvektoren zu begriinden.

(siehe dazu die Grafik ,,Assoziativitdt der Ortsvektoren®)

Die Erweiterung der GauB3schen Zahlenebene ist die Polarkoordinatendarstellung.

IV. Polarform komplexer Zahlen® (Robert)

IV.1. Betrag komplexer Zahlen

Inzwischen wissen wir, dass komplexe Zahlen in der GauB3schen Zahlenebene auch durch
Vektoren dargestellt werden konnen. Dazu nimmt man einen Zeiger, der vom Ursprung bis
zum Punkt z, also der komplexen Zahl in der Ebene, und den Winkel zwischen dem Zeiger
und der Achse der Realzahlen.

Die Lénge des Vektors z ist per Definition der Betrag von z und der Abstand vom Ursprung
zum Punkt z. In der Zahlenebene berechnet man die Lange des Vektors z mit Hilfe des Satzes

von Pythagoras. Dazu addiert man den quadrierten Real- und Imaginérteil (also x und y) und

zieht die Wurzel daraus: |z| = |x+yi| =X+

“Ltv.: 1, S.31-36 Fig. 1



Den Winkel zwischen dem Zeiger und der Achse der Realzahlen bezeichnet man mit dem

griechischen Buchstaben ¢ . Durch Anwendung einfacher trigonometrischer Funktionen kann

man folgende Gleichungen aufstellen:

x:|z|-COS(p y=|z|-sin(p tan(pzl,fﬁr x#0
X

Fir x=0und y>0 ist(p:+%,undﬁjr y <0 ist (o:—%.

IV.2. Polarform

Mit Hilfe der aufgestellten Gleichung kann man jetzt eine komplexe Zahl auf eine neue Weise
darstellen. Die allgemeine Form lautet: z=x+ yi= |Z| . (COS(p +i-sin (p) :

Die trigonometrische Summe wird hédufig abgekiirzt. In der Literatur werden dabei
verschiedene Abkiirzungen verwendet, Dittmann benutzt jedoch folgende:
E(p)=(cosp+i-sing).

Somit ist die Polarform der komplexen Zahl auf diese Art zu schreiben: z = |Z| -E(p).

An einigen konkreten Beispielen sieht das folgendermal3en aus:

z=-1 lz|=y(=1)'+0* =1, y=0, x>0, tan(pz%zO

Weil z auf der negativen Achse der Realzahlen liegt muss ¢ = 7 sein.
Also ist z = E(r).

z=6+8i |z| =v/6% +8* =+/100 =10, tan(p:%
Gerundet auf 2 Nachkommastellen ergibt sich fiir ¢ =53,13°.
Also ist z=10E(53,13°).

z=0 |z|=0, dafiir x=0 und y =0 kein Winkel definiert ist, gilt fiir jeden
Winkel ¢ 0=0-E(gp).

Der Winkel ¢ ist definiert fiir alle ¢ € R und periodisch mit 27 . Damit weist die Zahl E(¢p)

folgende Eigenschaften auf:
Elp+k-2r) = E(p) firalle keZ, peR.

E(0) = EQr)=E(k-27)=1.

E(p) = Joos® @ +sin’ g =~/1=1.



IV.3. Deutung der Multiplikation

Um 2 komplexe Zahlen in der Polarform zu multiplizieren muss man ihre Betrdge und die
trigonometrischen Summen multiplizieren.

Da die Multiplikation der trigonometrischen Summe, also der Zahl E(g) nicht auf Anhieb
klar ist, gehen wir sie Schritt fiir Schritt durch:

Wir nehmen zwei komplexe Zahlen z, = |ZI|E (p,) und z, = |zz|E (¢, ). Die Multiplikation

beider Zahlen ergibt z, - z, = |zl|-|zz| -E(p,)- E(p, ). Die Multiplikation von E(¢, ) und E(¢, )

sieht folgendermaflen aus:

E((Dl)'E((Dz) = (COS% +i~Sin§01)(COS(02 +i'5in§02)
= COS(, -COSQ, +COSQ, -i-Sin@P, +cos, -i-sing, +i° -sing, -sin @,
= cos @, -cos @, —sin @, -sin @, +i(cos @, -sin @, +cos @, -sin @, )

Um den Term zu vereinfachen wendet man folgende Umformungsgesetze® fiir
trigonometrische Funktionen an:

1. sin(o+ B)=sina-cos B+ cosox-sin

2. cos(a+ B)=cosa-cos BFsina-sin

Somit ist fiir alle ¢,,¢, R : E(p,)- E(p,)=cos(p, + @, )+i-sin(p, +¢,)=E(p, +,).
Aus dieser Formel lassen sich weitere Eigenschaften aufzeigen. So ist z.B. das Ergebnis aus
der Multiplikation E(p)- E(~ @)= E(0)=1 fiir alle ¢ € R. Und wenn man 2 gleiche Winkel
nimmt dann folgt daraus [E(p)]* = E(¢)- E(p) = E(¢p + @)= E(20).

Allgemein lautet die Formel fiir Potenzen, die Abraham de Moivre aufgestellt hat:

[E(@)]" = E(np) firalle neN, pelR.

Nun kann man ebenfalls das Produkt von 2 komplexen Zahlen in Polarform aufschreiben:
2,2, =|z||2| E(g) E@,) =]z, |-|2,| - Elg, +9,)

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen bedeutet die Multiplikation ihrer Betrige
und die Addition ihrer Argumente.6

Um diesen Sachverhalt veranschaulichen zu konnen nehmen wir 2 komplexe Zahlen in der
Polarform, z, =3E(36°) und z, = 4E(84°), und multiplizieren sie.
z,-z,=3-4-E(36°+84°) =12 E(120°)

In Figur 3 sieht man das Produkt als Vektor in der Gaul3schen Zahlenebene.

*Ltv.:3,S. 16



Im(z) 4

|

z, -z, =12E(120p

~—

Fig. 3 1)1 2 4 Re(z)

IV.4. Deutung der Division

Analog zur Deutung der Multiplikation ldsst sich auch die Division komplexer Zahlen in der
Polarform darstellen. Dittmann verkiirzt seine Erlduterung indem er den Divisor als Invers
einer komplexen Zahl darstellt. Ich werde jedoch die Herleitung der Formel fiir die Division
auf dhnliche Weise durchfiihren, wie fiir die Formel zur Multiplikation.

Das Problem liegt wieder bei der Division der Zahlen E(p,) und E(p,) fiir beliebige Winkel.

E(p,)  cose, +ising, |-(cosep, —ising,) .
E(p,) - cos@, +ising, %-(COSQZ —ising,) fir Elp,)#0
Erweitern mit dem konjugierten Nenner.

_ COS@, -COSQ, —COSQ, -isin Y, +CcosQ, -isin@, +sing, -sing,

- cos” @, +sin’ @,

= cos @, -cos @, +sin g, -sin @, +i(cos @, -sin @, —cos @, -sin g, )
Anwendung der Umformungsgesetze fiir trigonometrische Funktionen.
COS((pl — 9, ) +i Sin((pl — 9, )
= E(§01 %) )

Allgemein konnen wir jetzt fiir die Division komplexer Zahlen folgendes festhalten:

Fiir z, # 0 ist z_klEe) _kl,

- Rl Ee) R (0 -9,).
Division komplexer Zahlen bedeutet Division ihrer Betrige und Subtraktion ihrer
Argumente7.

Wir iiberpriifen diese Formel einmal indem wir das Beispiel fiir die Multiplikation nehmen.
Wenn wir das Produkt aus der Multiplikation nehmen und es durch einen der Faktoren teilen,

dann miisste jeweils der andere Faktor als Ergebnis herauskommen.

6 Zitat: Helmut Dittmann, Ltv.: 1, S.34
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7 _12E(120°) 12 p200—36°) = 4E(34°)

z, 3E(36°) 3 qed.

IV.5. Winkel zwischen Vektoren

Um den Winkel zwischen zwei Vektoren, die zu zwei komplexen Zahlen gehdren, zu

ermitteln, nehmen wir zwei Pfeilreprisentanten Oz, und Oz, , die z, und z, in der

Zahlenebene darstellen.

Zwischen beiden Zeigern existiert ein bestimmter Winkel, den wir € = X (O—Zl, 0—22) nennen.
Wenn @, > ¢, dann ist € = @, — ¢, , andernfalls ist £ =27 +(p, —¢,).

Als abschlieBendes Beispiel nehmen wir die Zahlen z, =1+ 2i und z, =2 +5i, wandeln sie

in die Polarform um, multiplizieren sie, bilden einen Quotienten und berechnen den Winkel
zwischen den Zeigern.

Polarform (gerundet auf 2 Nachkommastellen)
2z, =142 |zl|:m:\/§,tan(pl:%:2:>(p1=63,43°
z, =~/5 - E(63,43°)
z, =245 |zz|:m:@,tan(p2:§:2,5:(p2=68,20°
z, =~/29 - E(68,20°)
Multiplikation
Hierbei fiihren wir die Multiplikation zuerst an der Summenform aus und iiberpriifen

anschlieBend die Ergebnisse aus der Multiplikation in der Polarform.

z=z -z, =(1+2i)2+5i)=-8+9i

2| =/(=8)" +9* =145, tanco:%g: ¢ = —41,63°

Aus dem negativen Wert von ¢ und der Summenform erkennt man, dass z im 2. Quadranten
liegt. Also folgt daraus ¢ =90°+41,63° =131,63° und damit ist z = V145 E(l3 1,63°).
z=z2,-z, =~/5-/29 - £(63,43°)- E(68,20°) = /145 - £(63,43° + 68,20°) = /145 - E(131,63°)
Aus dem Vergleich sieht man, dass die Ergebnisse iibereinstimmen.

Division

o7 V29 E(68.20°) 12 E(68,20°— 63,43°) = 2,41E(4,77°)
z, 5. E(63,43°) 5

7 Zitat: Helmut Dittmann, Ltv.: 1, S.35




Winkel zwischen beiden Zeigern

E=@, — @, =68,20°—-63,43°=477°

Mit diesem Kapitel wurden alle wesentlichen Grundrechrechenarten und Herleitungen zur
geometrischen Deutung komplexer Zahlen behandelt. Dieses wissen wird in den
nachfolgenden Kapiteln vorausgesetzt. Teilweise werden explizite Verweise auf dieses
Kapitel gegeben, die wichtig fiir die Verstiandlichkeit eines der folgenden Kapitel und Themen

sind.

V. Die algebraische Abgeschlossenheit von C (Philipp)

Einen Term der Form f(z)=a,z" +a, ,z"" +..+ a,z+ a, indem z eine Variable ist und
a, ,...,a, € C sind nennt man ein Polynom, wobei die natiirliche Zahl n der Grad des
Polynoms ist.

Die Nullstellen der Funktion f(z) = 0 erhilt man, wenn man das Polynom der Funktion

gleich 0 setzt, und so eine Gleichung n. Grades erhilt, die dann als Losung die Nullstellen hat.

Das ist bei komplexen Zahlen nicht anders als bei reellen Zahlen.

V.1. Darstellung von Losungen durch Radikale®
Zu Polynomen 1. Grades gehoren bekanntlich Gleichungen 1. Grades. Sie haben immer genau
eine Losung.

a,

a,z+a, =0 mit a,,a,€ C unda, #0, dann ist z, =

Polynome zweiten Grades haben eine quadratische Gleichungen als Losung.

2
—-aq, iw/ial —4a,a, )

2a,

a,z’ +a,z+a, =0 mita, # 0, dann ist Z, =

Hier ist die Losung nur noch durch Radikale moglich.

Polynome 3. Grades und 4. Grades haben Gleichungen als Losung, fiir die es noch einen
Losungsterm gibt, die aber wesentlich komplizierter ausfallen.

Fiir Gleichungen vom Grad n =5 konnte Abel 1824 zeigen, dass hier die Auflésung der
Radikale grundsitzlich nicht moglich ist. Alle vorhergehenden Versuche waren also
vergeblich.

Dieser Satz tiber die Nichtaufldsbarkeit von Gleichungen héheren Grades sagt aber nicht, dass

es keine Losung fiir solche Gleichungen gibt, wenn man als Koeffizienten irgendwelche

o



Zahlen aus € nimmt. Er sagt nur, dass es keinen Term gibt, der aus a,,a .,a, aufgebaut

n—-1°"

ist und allgemein eine Losung solcher Gleichungen darstellt.

V.2. Fundamentalsatz der Algebra9

Ob nun solche Gleichungen iiberhaupt eine Losung haben, hdangt im wesentlichen von der
Grundmenge ab.

Die Gleichung x* -1 hat in R hat ja auch keine Losung. Die Menge R musste erst erweitert
werden, damit jede quadratische Gleichung eine Losung bekommt.

Dass dies nicht notig ist, besagt der Fundamentalsatz der Algebra, der schon von Leonard
Euler vermutet wurde, aber erst spater von C. F. Gaull bewiesen werden konnte. Er besagt,
dass jede Gleichung vom Grad »n > 1 mit Koeffizienten aus C bereits in C eine Losung hat.
Das zeigt, dass C eine Eigenschaft hat, die in IR noch fehlte. Die Menge C ist algebraisch
abgeschlossen. Das heil3t, dass es keine Moglichkeit gibt, C durch Hinzufiigen neuer

Zahlen zu erweitern.
Dieser Fundamentalsatz ist ein reiner Existenzsatz. Er sagt nichts dariiber aus, wie man die

Losungen von solchen Gleichungen berechnen kann.

V.3. Wurzeln von komplexen Zahlen"

Gesucht ist die Zahl z, fiir die gilt z> = a (a,z e C) . Diese quadratische Gleichung 16st man
am besten, indem man z und a in Polarform schreibt QZ|E ((p))2 = |a|E (p). Die Uberlegung,
welche Zahl quadriert a ergibt, kann man sich indirekt verdeutlichen: Eine komplexe Zahl in
Polarform quadriert man folgendermafen: |r|E (p)- |r|E (p)= |r|2 E(2¢) (Formel von Moivre).

Wenn man diese Rechenschritte riickgéingig macht, zieht man die Wurzel aus dem Betrag der
Zahl und teilt die Winkel durch zwei, also Jz = ‘\/; ‘E (%j = ‘\/; ‘(cos% +isin %] .

Somit ist der Hauptwert der Quadratwurzel aus z gefunden. Betrachtet man die verschiedenen
Losungen einer Gleichung der Form z° = a bzw. z = Ja , so wird einem auffallen, dass die
beiden Losungen der Gleichungen zwar den gleichen Betrag haben, aber um 7 verschoben

sind (sehr einfach ist dieser Fall am Beispiel z = J1 zu verdeutlichen. Die Losungen 1 und —1

haben den Gleichen Betrag, liegen aber in entgegengesetzter Richtung auf der Real-Achse).

$Ltv.: 1, S.90-91
’Ltv.: 1,S.91-92
0 ltv.:4,S. 126 ff, 151 ff
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Also kann man allgemein fiir die Losungen von quadratischen Gleichungen folgenden
Losungsterm anwenden: a =+/aE (p+km) mit ae € und k=0und 1 (groBere k wiirden

wieder zur gleichen komplexen Zahl fiihren).

1
Fiir die n. Wurzel einer komplexen Zahl gilt dann also a” =

1
an
n n

V.4. Kreisteilungsgleichung''
Die Gleichung z" =1 mit z € IN wird als Kreisteilungsgleichung bezeichnet. Die Zahl 1 ist
nicht die einzige Losung dieser Gleichung. Diese Gleichung hat n verschiedene Losungen von

komplexen Zahlen. Am besten kann man dieses Verhalten verdeutlichen, wenn man z in

Polarform schreibt. Dann ist z" = |r"|E(n@) =1 mit r € R+.

Bildet man die Betréige so erhdlt man 7" =1. Und weil r € R+ ist, folgt daraus r = 1. Also ist
E(np) =1. Diese Gleichung wird mit n¢ = 0 also ¢ = 0 erfiillt. £E(«) ist aber eine

periodische Funktion mit der Periode 27z . Also sind auch alle E(k27) Losungen dieser
Gleichung. Daher ergibt sich n¢ = k2¢ oder ¢, = ﬁ27L’ .
n

Eigentlich miisste es unendlich viele verschiedene Losungen dieser Gleichung geben, aber
weil ganzzahlige Vielfache von 27z wieder zur gleichen komplexen Zahl fiihren, gibt es nur
n verschiedene Losungen.

Die Gleichung z" =1 wird Kreisteilungsgleichung genannt, weil sie einen Einheitskreis auf

der GauBschen Zahlenebene in n gleich groBe Teile teilt. Die Losung der Gleichung wird

oftmals auch als n. Einheitswurzel bezeichnet, da sie allgemein auch mit %/1 beschrieben
werden kann.
Losungen fiir n = 1,2,3 sind dann:

z=2 z=3 z=4

Fiir die Losungen der 3. Einheitswurzel (Ldsungen von ) z° =1 ergeben sich dann folgende

drei Losungen:

"ltv.:1,S.92-93
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£,(0)= E(0)=1

e,(1)= EG 27zj

E(%ﬂ'} =-0,5+0,8651

£,(2) = E@ 275] = E(%nj =—0,5-0,865i

V.5. Iterationsverfahren'?
Das Iterationsverfahren ist ein Verfahren zur Berechnung von Lésungen, das mit komplexen

Zahlen sehr gut angewendet und verdeutlicht werden kann.
Wenn man zum Beispiel die Losung fiir die Gleichung z* +3z -2 =0 <=> %(z2 +2)=z

finden mochte, bildet man eine Folge mit dem Bildungsgesetz z,,, = %(Zzn +2) fiir

Z,y25,255..-, 2, - Als Anfangsglied wird z, = 0 genommen. Es entsteht die Folge (auf vier

Stellen nach dem Komma gerundet):

o= 02 12)=2 -, =12 " ia]-0s148, - =122 +2)=08880
P3 377 3(\3 T 3 A

2, =§(Z42 +2)=09295, z, =§(zj +2)=09547, z, =09705, z, = 09806, ...

Da die Losungen dieser Gleichung ( 1 und 2 ) ja bekannt sind, sieht man, dass z, schon ein

ziemlich guter Ndaherungswert fiir eine Losung ist. Bei weiteren Rechnungen kommt man
(gerundet zu einer gewissen Stelle) zu keiner Verdnderung mehr.

Die Wahl fiir z, = O war zufillig. Fiir z, = 50 erhélt man:

z, :%(502 +2)=834, z, :§(8342 +2)=231852%,

Die Folge konvergiert nicht, sie wird unendlich grof3. Das Anfangsglied darf nicht zu weit von
der Losung entfernt liegen.
Um die andere Losung zu erreichen, kann man durch Polynomdivision die schon gefundene

Losung ,,wegdividieren®, oder eine andere Aquivalenzgleichung nehmen:
z=4/=3z+2 . Die Iterationsformel ist dann z,,, =/—3z, +2 . Um die Folge zu berechnen,

habe ich ein selbstentwickeltes Computerprogramm benutzt. Die Iterationstabelle befindet
sich im Anhang. Diese Folge strebt den Grenzwert 2 an, der die zweite Losung der

urspriinglichen Gleichung ist, wenn man stets den Hauptwert der Wurzel zur Berechnung des

o



nichsten Gliedes benutzt. Der Unterschied bei dieser Iterationsformel ist, dass ich kein
Anfangsglied gefunden habe, bei dem die Folge den Grenzwert 2 nicht erreicht. Auch Zahlen
mit einem Imaginérteil fithrten zum gleichen (richtigem) Ergebnis.

(Zitat Dittmann):

Allgemein lasst sich das Iterationsverfahren folgendermaf3en darstellen :

Die Gleichung f(z) =0 wird in die dquivalente Form g(z) =z gebracht, was auf
verschiedene Weisen moglich ist. Dann bildet man die Iterationsformel z,,, = g(z,).
Aus einem frei wiihlbaren Element bildet man dann die Folge z,,z, z;,...,z,. Falls

limz, =z, existiert, dann ist }111_>mw Z, 4= ’111_>r2 g(z,).

n—oo

Die Iteration z, , = g(z,) liefert eine gegen z, = g(z,) konvergente Zahlenfolge, wenn

n+l

g'(z,) existiert, einen kleineren Betrag als 1 hat und das Anfangsglied z, hinreichend

nahe bei z, liegt.

VI. Komplexe Funktionen (Haydar)

VL1. Einleitung”

Bisher haben wir Funktionen kennengelernt y = f(x), wobei die Variable x Element der
reellen Zahlen war. Nun wollen wir Funktionen mit einer komplexen Verdnderlichen
z=x+i-y untersuchen:& = f(z) . Bei reellen Funktionen wurde jeder reellen Zahl x aus
dem Definitionsbereich der Funktion ein reeller Funktionswert f zugeordnet. Die Menge aller

Funktionswerte bildeten den Wertebereich der Funktion. Zum Beispiel bei der Funktion

f(x)= 1 gehoren alle reellen Zahlen auBler der Null (IR*{0}) zum Definitionsbereich.
X

Ebenfalls alle reellen Zahlen, auBler der Null, gehdren zum Wertebereich, da jede reelle Zahl
ausgenommen der Null, fiir x eingesetzt werden darf und die Begriindung fiir den
Wertebereich ist, dass bei einer Division, ausgenommen, wenn der Dividend Null lautet, nie
der Quotient Null ist. Grafisch stellt die y-Achse eine Polgerade und die x - Achse eine
waagrechte Asymptote in diesem Beispiel dar. Ubertragen zum Komplexen wird nun jeder
komplexen Zahl z aus dem Definitionsbereich der komplexen Funktion ein komplexer

Funktionswert & zugeordnet.

2 Ltv.:1,S.102-104



VI1.2. Eindeutigkeit komplexer Funktionen
Eine wichtige Frage ist bei reellen ebenso wie bei komplexen Funktionen die Eindeutigkeit.
Eindeutigkeit bedeutet, dass jeder komplexen Zahl z des Definitionsbereichs genau eine Zahl

& = f(z) zugeordnet ist. Das ,,Wurzelziehen* jedoch liefert keine eindeutige Funktion. Die
komplexe Funktion f(z)= Jz liefert z.B. zwei Losungen fiir z, ndmlich f, = Jz und

fH= —/z .Um dieser Funktion eine eindeutige Losung zuzuweisen, hat man daher eine
Verabredung getroffen. Die Wurzel aus z sei die Zahl mit dem kleineren Polarwinkel. Mit

dieser Definition hat man erreicht, dass nun eine eindeutige Funktion f(z) = Jz vorliegt.
Diese bereits genannte Verabredung Jz =\/H . (cosg +i sin%}, die bei der ,,Umkehrung des

Potenzierens* verabredet wird, verwandelt eine nicht eindeutige Funktion in eine Eindeutige.

VI1.3. Niveaus der Gauischen Zahlenebene'

Um die beiden Niveaus der Gauf3schen Zahlenebene nachvollziehen zu konnen, fiihrt
Demmig folgendes Beispiel vor: Man stelle sich einen Kreis um den Ursprung vor.
Beginnend auf der reellen Achse durchlaufen wir diesen Kreis und wollen die
Quadratwurzeln der Punkte auf dem Kreis abbilden. Wir erkennen, dass die Quadratwurzeln
der sich auf dem Kreis befindenden Punkte beim ersten Durchlauf allesamt auf der oberen
Halbebene liegen (oberhalb der reellen Achse). Wir sind wieder auf der reellen Achse
angekommen. Der zweite Umlauf beginnt. Nun sehen wir, dass diesmal die Quadratwurzeln
auf der unteren Halbebene liegen (unterhalb der reellen Achse). Beim dritten Umlauf stellen
wir fest, dass der selbe Fall wie beim ersten Umlauf auftritt. Die Quadratwurzeln liegen
ebenfalls auf der oberen Halbebene. Man muss also unterscheiden, auf welchem Umlauf man
sich befindet oder anders ausgedriickt zwischen welchen Vielfachen von 2 -7 der
Polarwinkel liegt. Beim ersten Umlauf lag der Polarwinkel z.B. zwischen O und 2 -7 . Beim
zweiten Umlauf zwischen 2 -7 und 4-7 . Wir haben uns beim ersten Umlauf auf dem ersten
Niveau, beim zweiten Umlauf auf dem zweiten, beim dritten wieder auf dem ersten Niveau
befunden. Beim vierten Umlauf wiirden wir wieder die zweite Ebene betreten, die wir schon
beim zweiten Umlauf durchlaufen haben. Der Polarwinkel wiirde zwischen 6 -7 und 8- 7

liegen. Jedes Mal beim Wechsel der Niveaus iiberschreitet man die Grenzlinie, die man auch

einen ,,Verzweigungsschnitt™ nennt. In diesem Beispielsfall, also f(z) = \/; , war die

BlLtv.:2,8.41
Yltv.:2,8.42
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positive reelle Achse der ,,Verzweigungsschnitt, da man jedes Mal beim Uberschreiten der
positiven reellen Achse die Niveaus gewechselt hat. Der Verzweigungsschnitt hitte auch
entlang einer anderen Halbgerade, die bei z = 0 endet, liegen konnen. Bei z =0, dem

,» Verzweigungspunkt wo die Funktionswerte libereinstimmen endet jeder
Verzweigungsschnitt. Ich nehme mir jetzt die Funktion 3z vor und untersuche diese auf

Verzweigungsschnitte. Beim ersten Umlauf ( 0 < Winkel in z <2-7) liegen die Polarwinkel
der 5. Wurzel zwischen Null und 2T7t , denn zieht man die n-te Wurzel einer komplexen
Zahl, so wird der Polarwinkel durch n geteilt. Erst beim fiinften Umlauf liegen die
Polarwinkel der 5. Wurzeln zwischen 877[ und 2 - 7 und danach, bei Uberschreitung der
reellen Achse tritt wieder der Fall beim ersten Umlauf auf ( 0 < Polarwinkel der
5.Wurzel<ZTﬂ ). Wir mussten fiinf mal den Winkel in z von 0 bis 2 -z durchlaufen, also

spricht man von fiinf Niveaus. Der Verzweigungsschnitt ist die positiv reelle Achse, da der

Ubergang von einem Niveau ins andere dort erfolgte.

VI.4. Unendliche Reihen im Allgemeinen und die Potenzreihe'’
Die wichtigsten Funktionen lassen sich durch unendliche Reihen darstellen.

Unter einer unendlichen Reihe versteht man zunéchst eine Folge a,, deren Gliedzahl in das

Unendliche geht (7 — oo)und deren Summanden reelle Zahlen oder Funktionswerte einer

beliebigen Verdnderlichen sein kdnnen , also

a, =a,+a +ta, +..+a, = Z a, . a,a,,a,,..sind die Glieder der
v=0

Reihe. Wenn die Summenfolge gegen einen Grenzwert strebt, konvergiert die unendliche
Reihe. Man sagt auch sie sei konvergent. Wenn die Summenfolge keinen Grenzwert aufweist,
so nennt man sie divergent.

Dies ist in den Anwendungen dann von Bedeutung, wenn die Glieder einer solchen Reihe
sukzessive rasch kleiner werden, d.h., wenn die Reihe rasch konvergiert.

Die Potenzreihe ist eine unendliche Reihe, deren Glieder Funktionswerte einer Variablen sind.

Die Funktion der Potenzreihe im Komplexen sieht analog zum Reellen wie folgt aus:
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ZY=a.+a.z+a,z> +a.z° +..= a z’
0 1 2 3 Y
v=0

Der Koeftizient a,, ein beliebiger Faktor, hat hier einen komplexen Wert. z" ist die komplexe

Verinderliche. Ubertriigt man die Konvergenzkriterien, die den Rahmen dieser Facharbeit

ibersteigen wiirden, aus dem Reellen zum Komplexen, kann man zeigen, dass eine
Potenzreihe, die fiir den Wert z* einen endlichen Grenzwert besitzt, also die an einer Stelle

z" konvergiert, fiir alle z deren Betriige kleiner sind als der Betrag von z°, absolut

konvergiert. Das bedeutet, dass auch die Reihe ihrer Absolutbetrdge

la, | +]|az|+|a,z’ |+]|a,z’ \+....=Z|avzv\
v=0

konvergiert. Wenn eine Reihe absolut konvergiert, kann man daraus auch ihre gewohnliche
Konvergenz folgern ( Majorantenkriterium). Die Gesamtheit der Argumente, fiir welche die
Reihe konvergiert, nennt man den Konvergenzbereich der Reihe.

Wenn man also den Konvergenzbereich einer komplexen Potenzreihe auf der Gaullschen
Zahlebene abbildet, erhélt man eine Kreisfliche um den Punkt z = 0, weil ja alle z, fiir die
gilt | z|<| z* | ,ebenfalls im Konvergenzbereich liegen miissen. Den Konvergenzbereich bilden
alle z, fiir die die Potenzreihe absolut konvergiert. Die Begrenzungslinie ist in diesem Fall
eine Kreislinie, da ja der Konvergenzbereich in Form einer Kreisflache vorliegt. Der Radius

v dieses Kreises, der auch der Konvergenzradius genannt wird, hdngt ganz von der speziellen
Gestalt der Potenzreihe ab. Demmig sagt, dass die betreffende Potenzreihe fiir alle z im

Innern des Kreises, | z |< ¢, liberall absolut konvergiert und iiberall auBerhalb des Kreises,
| z |> 0, divergiert (nicht konvergiert). Auf dem Konvergenzkreis, also wenn | z | gleich dem

Konvergenzradius ist konne man keine allgemeingiiltigen Aussagen machen. Es hdnge von

der speziellen Gestalt der Potenzreihe ab.

VLS. Erweiterung der Potenzreihen zu den Laurentreihen'

Wir erweitern die Potenzreihe, (wobei z immer eine positive Potenz besal) , so dass z nun

) ) 11 1 ., _
auch negative Potenzen besitzt : — 52 Yz
z

z z

Eine Laurentreihe ist eine Funktion der Form:
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a a a -
f(2)=.+—=+ =2+ L +a,+az+a,z  +a,z’+..= Y a,z’
Z3 22 2 0 1 2 3 v
y=—00

Unter der Bedingung, dass diese Reihe nach beiden Seiten nicht abbricht, haben wir einen
Kreisring um den Koordinatenursprung als den Konvergenzbereich zu erwarten.

Denn fiir grofe | z |,( Die Reihe in ,,rechter Richtung) konvergiert die Reihe auf Grund der
immer grofler werdenden Potenz von z ( siche Reihe oben ) ab einer bestimmten Stelle nicht
mehr und an der Stelle befindet sich dann der Konvergenzradius ¢, . Fiir kleine | z | ( Reihe in
»linker* Richtung ) konvergiert die Reihe auf Grund der immer kleiner werdenden negativen
Potenzen von z auch nicht mehr. An der Stelle erhalten wir dann einen zweiten
Konvergenzradius ¢, . ( Siehe dazu Grafik :Konvergenzbereich einer Laurentreihe hk2).

Das was die Potenzreihen von den Laurentreihen unterscheidet ist, dass die Koeffizienten

a, der Potenzreihen kein negatives v besitzen, also der zweite Konvergenzradius ¢, gleich
Null ist und somit kein Kreisring als Konvergenzbereich, sondern eine Kreisflache in Frage
kommt. Bei einer Laurentreihe, wobei v auch negativ ist, ist der zweite Konvergenzradius 4,

nicht gleich null, da wie schon gesagt die Laurentreihe in ,,linker* Richtung an einer

bestimmten Stelle nicht mehr konvergiert.

VI1.6. ,Entwicklung* der Laurentreihe um einen Punkt z # 0"’
Wir haben bislang die Reihen mit Potenzen von z betrachtet. Nun wollen wir die Reihen so

,entwickeln®, dass wir mit Potenzen von z -z, statt von z , wobei der Entwicklungspunkt z
nicht Null sein darf, betrachten. Der neue Mittelpunkt des Kreisrings ist dann zum Punkt z,
verschoben. Es gelten die aus dem Abschnitt z — z, ibernommenen Konvergenzaussagen.

Das heiB3t: Der einzige Unterschied ist, dass wir jetzt die Reihe um jeden beliebigen

Entwicklungspunkt z, betrachten kdnnen.

V1.7. Entwicklung gebrochener Polynom - Funktionen in Laurentreihen
Unter Polynom versteht man eine vielgliedrige Summe.

Die vorhin ,,entwickelte* Laurentreihe fiir einen beliebigen Entwicklungspunkt lautet:
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a_s a,

f(2)=.. PR B +a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+a3(z—zo)3+...=ia,v(z—zo)

(z-z,) (z-z) z-z =

Wie wir sehen, wird z, wie bei der ,,unentwickelten Laurentreihe nun durch z -z, ersetzt.

-z

links von der Abbruchstelle gibt (alle a_, mit v > n verschwinden ), so sagt man, die

Wenn eine Laurentreihe f(z)nach links abbricht, also wenn es keine Glieder mehr

Funktion f(z)habe einen Pol n-ter Ordnung in z,.

;2 hat demnach einen Entwicklungspunkt bei z = -2;.

Beispiel: Die Funktion f(z) = ( 5 )
z+2i

Sie besitzt einen Pol zweiter Ordnung in diesem Punkt.

VL8. Die Exponentialfunktion'®

Die Exponentialfunktion im Komplexen wird analog zum Reellen definiert durch die folgende

2

3 o v
z z z z

Potenzreihe: (1 ez:1+—+—+—+....:E
() o2 3 = W

Da die Exponentialreihe fiir alle reellen Werte konvergiert und wir von der Kreisformigkeit
des Konvergenzbereichs auf der GauB3schen Zahlenebene wissen, folgt daraus, dass diese
Reihe in der ganzen GauB3schen Zahlenebene konvergiert oder der Kreis unendlich groB ist.
Das heil3t, dass die Exponentialfunktion durch ihre Reihendarstellung fiir alle komplexen

Zahlen z definiert ist.

V1.9. Die Eulersche Identitit
Wir wihlen nun z rein imagindr : z = 0+1-ioder in der trigonometrischen Schreibweise:

z =i¢p . Wir wollen nun mit Hilfe der oben dargestellten Potenzreihe die Eulersche Identitat
nachweisen, die bei der Polarkoordinatendarstellung verwendet wird. Die Eulersche Identitat
lautet: '” = cos¢ +isin¢. Nach der obigen Definition in (1) erhilt man folgendes, wenn

man i@ fiir z einsetzt:

=l+it - i -
- V! n 2 34 56 7!

o . v 2 3 4 5 6 7
ew:Z(Hﬁ) 9 9 _ 9 9 9 ¢ .9

.3

Zu erkliren ist diese Reihe, wenn man bedenkt, dass i' =i,i* =—1,i° = —i,i* =1,...ergibt.

Da diese Reihe absolut konvergiert, also auch die Reihe ihrer Absolutbetriage konvergiert ist

es erlaubt, die Reihe umzuordnen.:

@



(2) ei‘/’: 1_(0_24_(0_4_(0_6_}_(0_8_ +1i £_§0_3+(0_5_§0_7+¢_9_

20 4 6 8 T o3 s o9 T
Es wurde nach dem Prinzip umgeordnet, dass einmal alle Glieder, die i als Vorfaktor hatten
zusammengefasst und einmal die Glieder, wo der Wert von i auf Grund der geraden Potenzen

einen reellen Wert annahm. In der Summenschreibweise sieht die umgeordnete Reihe wie

folgt aus: ;(— 1)’ ((g—iv)' + i; (-1) % . Man erkennt, dass die erste Reihe der
Kosinusreihe im Reellen entspricht und die zweite Reihe entspricht der Sinusreihe.
Die Eulersche Formel ist also eine Zusammenfassung der Sinus- und Kosinusfunktion.
Im Komplexen gilt wie im Reellen das Additionstheorem der Exponentialfunktion:
e =e* *¢> | Daraus erhilt man folgende Zerlegung:

(3) e’ =" =e" *e” =e"(cosy+isin y).

Nun dient uns diese vorgenommene Zerlegung als Gleichung, mit deren Hilfe wir nun
wichtige Riickschliisse auf den Verlauf der Exponentialfunktion in der Gaul3schen
Zahlenebene ziehen konnen.

VI.10. Nullstellen der Exponentialfunktion

Wir wollen nun die Nullstellen der Exponentialfunktion im Komplexen untersuchen. Dafiir

setzen wir die Gleichung, die wir in (3) erarbeitet haben gleich Null:
e*(cos y +isin y) = 0. Wir wissen schon, dass die Funktion e* keine Nullstellen besitzt, also
brauchen wir uns um diesen Faktor nicht mehr weiterhin zu kiimmern: cos y +isin y = 0.

Damit aber diese Gleichung erfiillt ist, miissen die Kosinusfunktion und die Sinusfunktion fiir

dasselbe Argument ( ndmlich y ) Null ergeben. Dies wird jedoch nie der Fall sein, deshalb

besitzt die e- Funktion in der ganzen GauBBschen Ebene keine Nullstellen.

VII. Praktische Anwendung (Robert)

VIIL.1. Fraktale

Fraktale sind Umformungen im Zusammenhang mit der Gau3schen Zahlenebene.

Im Jahre 1945 befasste sich Benoit Mandelbrot zum ersten Mal mit Folgen komplexer Zahlen,
dessen grafische Interpretation sehr interessant zu sein schien. Die iterierten Diagramme
sahen zunidchst chaotisch aus, doch man konnte eine gewisse Struktur erkennen - jeder

beliebig kleine Ausschnitt des Diagramms sah in der Vergréferung genauso aus wie das
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Ganze. Diese Eigenschaft heilit Selbstihnlichkeit. Die Figuren nannte Mandelbrot Fraktale,

was er aus dem lateinischen Wort fractus abgeleitet hatte (das hei3t gebrochen, geteilt), und

beschrieb sie in mehreren Biichern, wie z.B. "Les objects fractals, forn, hasard et dimension"
(1975) und "The fractal geometry of nature" (1982).

Das beriihmteste Fraktal stellt die Mandelbrot-Menge dar. Man erhélt sie mit folgender

Formel: Z =7 >4+, wobei C irgendein Punkt in der Zahlenebene ist (in der Form x + yi).

n-1
Zur Bestimmung der Punkte, die sich in der Menge befinden, wéhlt man einen Punkt C und
iteriert ihn mit der angegeben Formel. Fiir jeden Einzelschritt erhdlt man einen neuen Punkt.
Ist die Entfernung zum Ursprung irgendwann grofer 2, dann befindet sich der Punkt
aullerhalb der Mandelbrot-Menge. Bei der Berechnung der Punkte, die innerhalb der
Mandelbrot-Menge liegen (Distanz zum Ursprung < 2) ergibt sich allerdings ein Problem, da
man die Berechnung ins unendliche fithren wiirde. Also wird eine maximale Anzahl an
Berechnungen festgelegt (n). Je groBer n ist, desto genauer ist die Bestimmung der Punkte
innerhalb der Menge und, damit verbunden, um so grofer der zeitliche Aufwand fiir die

Berechnung. Wird also die maximale Anzahl der Iferationen erreicht und der Abstand von Z,

zum Ursprung ist immer noch kleiner 2, dann wird angenommen, dass sich Punkt C innerhalb
der Menge befindet (Bild und Basic-Programm befinden sich im Anhang).

Fraktale sind keinesfalls rein mathematische Gebilde. Ein einfaches Beispiel sind z.B. die
Wolken. Eine Wolke ist wie ein Schwamm, der aus vielen, mikroskopisch-kleinen Tropfen
besteht. Wenn man nun ein "Stiick" der Wolke entnimmt, dann erkennt man, dass es nicht nur
ein "Stiick" ist sondern eher eine "kleine Wolke". Als weiteres Beispiel nehmen wir ein Stiick
Felsen. Wenn man sich den Felsen aus einer bestimmten Perspektive anschaut, dann kann
man sich leicht vorstellen, dass man auf einen groen Berg guckt (diese Technik wird auch
bei den meisten Filmen benutzt), dabei ist es nur ein kleines Stiick. Das gleiche gilt fiir Feuer,
Wasser bzw. ein Farnenblatt: ein Teilstiick sieht aus wie das Ganze.

Es hat den Anschein, dass durch Menschen berechnete Fraktale den in der Natur
vorkommenden Formen sehr dhnlich sind - die Muster, die dabei entstehen sehen Frost,
Blitzen, Olmustern auf Wasseroberflichen und Galaxien verbliiffend dhnlich. Und so stellt
sich die Frage, ob der Mensch den ersten Schritt getan hat in Richtung einer mathematischen
Formel, die unser Universum beschreibt? Wenn das der Fall wire, dann wird es uns vielleicht
dank komplexen Zahlen mdglich sein die Natur perfekt zu imitieren. Und die daraus

resultierenden Einsatzmoglichkeiten sind unbegrenzt.
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Fraktale Algorithmen eignen sich hervorragend zur Bilddatenkompression. Zu einem
gegebenen Bild soll eine Funktion gefunden werden, die bei der lteration das Bild moglichst
gut anndhert. Dazu muss im Bild nach Selbstédhnlichkeiten gesucht werden, also nach
Teilbildern, die anderen Teilbildern moglichst dhnlich sind. Diese Funktion zu finden ist nicht
ganz einfach, doch es gibt inzwischen Programme mit denen sich Bilder fraktal-komprimieren
lassen. Damit erreicht man bei durchschnittlicher Qualitit eine 10 bis 100-fache
Datenreduktion.

Das BASIC-Programm im Anhang erzeugt ein Mandelbrot-Fraktal. Die verschiedene Férbung
der Punkte wird erreicht, indem man zéhlt, wie viele Iterationen fiir den Punkt C gebraucht
worden sind bis festgestellt wurde, dass sich der Punkt nicht innerhalb der Mandelbrot-Menge
befindet. Da alle Punkte, die sich nicht in der Menge befinden, das Bestreben haben ins
Unendliche zu iterieren, werden Sie mit entsprechenden Farben versehen. Je heller die Farbe
eines Punktes desto kleiner ist sein Bestreben in die Unendlichkeit. Auf der anderen Seite sind
alle Punkte, die sich innerhalb der Mandelbrot-Menge befinden, schwarz gefarbt. Die
Iteration der Punkte erfolgt in einer doppelt verschachtelten Schleife. Dabei wird der reale
und der imaginére Teil der komplexen Zahl separat berechnet (ZR# und ZI#). Der Abstand

vom Ursprung wird mit dem Satz des Pythagoras berechnet.

Schluss

Wir haben nun eine neue Zahlenmenge kennengelernt, die sich von den bisher bekannten
Zahlenmengen, auf Grund einer v6llig neuen Betrachtungsweise der Zahlenwelt erheblich
unterscheidet. In dieser Facharbeit haben wir einen Zugang zu den komplexen Zahlen
geschaffen, in dem wir mit dem bereits Bekannten eingestiegen sind und Schritt fiir Schritt
den Umgang mit ihnen erklart und anhand von konkreten Beispielen dargelegt haben. Das
Thema der komplexen Zahlen ist sehr tiefgreifend und weitldufig, so dass wir uns in vielen
Bereichen beschrinken mussten, um den vorgegebenen Rahmen nicht zu sprengen. So
konnten aufwendige Beweisfiihrungen (zum Beispiel den Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra oder die Konvergenzkriterien der komplexen Reihen, sowie Stetigkeit und
Differenzierbarkeit von komplexen Funktionen) nicht aufgefiihrt werden. Auch erforderten
gewisse Themenbereiche eine néhere Ausfiihrung, weshalb auf andere Sachverhalte ganz
verzichtet werden musste.

In vielen Bereichen konnten wir auf bereits Bekanntes zuriickgreifen und die Sachverhalte

ohne viel Miihe nachvollziehen.
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Anhang

Mandelbrot-Menge und BASIC-Programm

SCREEN 13
CLS

FOR X = 20 TO 63
AS = HEXS$ (X)

IF LEN(AS) < 2 THEN AS$ = "0" + AS$
PALETTE X - 20, VAL("&H" + A$ + AS + AS)
NEXT X

PALETTE 44, O

FOR Y = 0 TO 199
FOR X = 0 TO 319

X# = -2 + X / 64
Y# = 1.6 - Y / 64
N =0
ZR# = 0
ZI# = 0
DO
ZRO# = ZR# * ZR# - ZI# * ZI# + X#
ZI# = 2 * ZR# * ZI# + Y#
ZR# = ZRO#
N =N+ 1

LOOP UNTIL ZR# * ZR# + ZI# * ZI# > 4 OR N = 44
PSET (X, Y), N

NEXT X
NEXT Y



Grafiken zum Thema ,,Komplexe Funktionen*

Konvergenzbereich einer Laurentreihe

Grafik zum Kapitel
,Erweiterung der
Potenzreihen zu den

Laurentreihen®

> <

¢, = Konvergenzradius fiir ,,gro3e* Potenzen von z

¢}, =Konvergenzradius fiir ,.kleine* Potenzen von z

|:| Konvergenzbereich. In diesem Bereich konvergiert die Laurentreihe.

I:I Der helle Bereich stellt den Bereich dar, wo die Reihe divergiert, also keinen Grenzwert fiir z besitzt.
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Die konjugierte komplexe Zahl z

3i ] z, =1+3i
z, ==3+2i
2i
-
| | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [
3 -2 1 1 2 3 4
_l' 7]
z,=-3-2i 2
_3i ] z,=1-3i




Addition und Subtraktion der Ortsvektoren

_

—_—

_— —

In dieser Grafik ist auch die Kommutativitit gezeigt, denn der Vektor z,z; = z, und der Vektor z,z; =z, ,

also z, +z, =z, +z, = z,

Z3 = +Z2 =3+4{

—2i

—3i
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Assoziativitit der Ortsvektoren




Iterationstabelle aus dem Computerprogramm

4 @527 + —-1_8586 1
3.2966 + B.8421 i
2.8438 + -A.4442 1
2.5688 + A.25%24 i
2.3943 + -A.1625 1
2.271 + A.1867 1
2.2006 + -A.8729 1
2.1458 + A.685108 i
2.1868 + -A.8363 1
2.8787 + A.9262 1
2.8583 + -A.8171 1
2.8433 + A.091408 i
2.8322 + -A.8183 1
2.8241 + A.89877 1
2.8188 + —-A_.@8857 1
2.8134 + A.8842 i
2.8181 + -A.88432 1
2.88°75 + A.09824 i
2.8856 + —-A.8418 1
2.8042 + A.09813 i
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